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O/j ime Uh nuhi de Geometria meriti esse videntui 
tjiii in a ntitjuis mictoribis emendandis , illustrali 
distjue cperam posuerunt . 
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Emendati in qve' luoghi ne’ quali una volta fu- 
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metria Elementare , che comprende i primi sci 
libri dc<»li Elementi di Euclide , Pundecimo, ed 
il duodecimo ; il primo libro di Arcbiinedc sulla 
sfera, c sul cilindro; c la Misura 
ìli pare inutile il ^ripetere 
stesso sul merito di questi libri 
sulla necessità che v’ era di liberare il 
co da molli difetti., che vi aveva causali la mano 
imperita di qualche antico espositore ; del che 
mi sono mollo occupalo , come si potrà rilevare 
dalle Note critiche e geometriche , aggiunte in 
fine a ciascun volume : ciò che solamente mi 
occorre far qui avvertire si è , che non mi sono 
fatto sorprendere dall’ ordinaria taccia , che si 
dà agli Elementi di Euclide da coloro , che mi- 
surano , ma non estiiuano i libri elementari di 
Geometria, de’ quali il principal pregio consiste 
nella chiarezza , e nel rigore . Per ine importa 
poco , che una ju oposizione abbia dieci righe di 
piu j purché essa sia chiax'a j c purché non vi si 





contenga nionfc di assunto , t> arbitrario . E 
dieci righe di più , scritte per non far 
, fantu) perder ccrtaincnlc al giovane meno 
tempo di (juello , che deve impiegare per indovi- 
nar spesse volte ciò , che si fa nelle costruzioni, 
o che si assume nelle dimostrazioni . Oltre di 
che gli formano poco a poco uno spili to geome- 
trico preciso , e rigoroso . Ed a questo proposi- 
to , il celebre Giuseppe Torelli aveva ben ragio- 
ne di dire , nella Prefazione al suo Archimede, 
per questi partigiani di una malintesa brevità; 
de bvevitate quam iantopere jaciant^ quod di- 
clini , id niìiil est ; cimi breve nihil dici debeat, 
quod sine explicalione aliqua inle/ligi uequit , 
et minus perspicue tiadiiur . 

Questi due volumi del Corso di Geometria 
Elementare^ saranno segniti da un’ Addizione , la 
quale conterrà due brevi trattali uno di Irigo- 
nometria Rettilinea , cld è quello già altra volta 
stampato in fine del secondo volume della pri- 
ma edizione, c l’altro di Trigonometria Sferica. 

11 motivo che mi ha fatto decidere a stac- 
care questi due Trattati dal Corso di Geometria 
Elementare , c pubblicarli separatamente e assai 
facile ad intenderlo . 

Tutti sanno , che nelle due Trigonometrie 
si fa uso di melodi approssimanti , e lontani 
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jierciò dall’ esattezza, e rigor geometrico ; cd iuol 



tre non disconvenendo ntt'alto 



trigonometriche si trattino coll’ analisi algebri- 
ca , ho voluto lasciare a coloro , che insegnerah- 
tio questo mio Corso, 1’ arbitrio di servirsi per 
esse di quel metodo , che loro fosse scmLi'ato . 
più confacente . 

Questa terza edizione del Corso di Geome- 
tria Elementare sarà seguita dalla terza edizio- 
ne del completissimo Trattato delle Sezioni Co- 
niche, pubblicalo già per la seconda volta nel 
1810. dal mio collega Sig. Felice Giannattasio , 
lavoro che fa veramente onore non solamente 
al degno Geometra , clie n’ è 1 ’ autore , ma alla 
Jiazioiic , ed a’ tempi nostri . 

Finalmente debbo avvertire , per intelligenza 
delle citazioni al margine , che la lettera d dino- 
ta definizione , 1’ « , assioma ; 1’ / , lemma ; il 
j)o , postulato ; il pr , principio , la ^ , proposi- 
zione : e che le cifre Arabe , che seguono questo 
indicazioni dinotano il nùmero della pi-oposizio- 
ne , del postulato , ec, ; e le cifre Romane dise- 
gnano il libro cui una di tali cose si appartiene: 
e questo secondo numero ho talvolta tralasciato 
di porvelo , quando si trattava del Libro 1. ; 
come aoche ho taciuta la p per diuotai’c propo- 



le ricerche 








Avvertimento 

sizionc , allorché ho dovuto combinare insieme 



la cifra Romana e 1’ Araba 
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5 nelle citazioni — po, a, corriggagi po. i; d. i4 — «I. a4 
9 nelle citazioni — p- i4 ~ 4 

i3 lin. 8 invece di le CA , si corrigga le BA , CA 
i6 lin. a, e a6 indeterminata oorriggasi interminata ' 

20 lin. IO, BC si corrigga AC 
26 lin. 9 CK corriggagi 
lin. ult. BCD corri j 
65 lin. 23 KLM corrigg 
;4 lin. 23, alla BA — 

•fi lin. 10 — DC corrìgasi — DB 
. 76 lin. 8 , e 77 lin. 5 into cenala corriggasi interpósta 
107 nella citazione 33. 11 1 corriggasi 23. 111 ; -.À- 

107, e 108 la citaz. 6. I. si cambj nell' altra 6. I. 
li3 lin. 27, maggiore, leggasi minore, e lin. 28 minoro • 
corrigga maggiore 

iiG lin. 27, l'angolo AEB si legga t angolo AUB 
122 lin. 22 ED corriggasi FD '• 

i49 lin. j a D corriggasi a D 
ili lin. 10 ad E corriggasi a D 



61 lin, I maggiore FG , corriggasi maggiore di Fd 



a 



195 lin. 4 AEB corriggasi ACB 

225 la citazione Prop. FI si corrigga A. FJ, 




IL PRIMO LIBRO 



I 



DEGLI 

ELEMENTI DI EUCLIDE. 



DEFINIZIONI. 



1. IL punto è ciò , che non ha parte alcuna. 

li. La linea è una lunghezza senza larghezza . 

iir. Gli estremi della linea sono i punti . 

IV. La linea retta è quella , die giace ugualmente 
tra i suoi punti . 

V. La superficie è ciò , che ha solamente lunghez- 
za e larghezza . 

VI. Gli estremi della superficie sono le linee. 

VII. La superficie piana è quella , che giace ugual- 
mente tra le sue linee . 

vili. L’ angolo piano inclinazione di due linee, 
che , giacendo in un pisfno , si toccano scambievol- 
mente, senza starne per dritto . 

IX. Quando poi le linee che contengano un angolo 
sono rette , 1’ angolo dicesi rettilineo . 

X. Allorché una linea retta insistendo sopra di un' 
altra linea retta , forma uguali gli angoli , che sono di 
cpià e. di là; l’uno e l’altro degli angoli uguali è cef- 
fo , e la linea retta che insiste , si chiama perpendi- • 
colare a quella , su cui insiste . 

XI. Ottuso è l’angolo, eh" è maggiore del retto. 

XI I . Acuto poi quello , che del retto è minore . 

* 
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Gli Elemeiiti 

xm. Il termine è ciò , eh ‘è l’estremo di qualche cosa 

XIV. La figura è ciò , che si contiene da uno , o più 
termini . 

XV. Il cerchio è una figura piana contenuta da una 
sola linea , che chiamasi circonferenza ; talché tutte 
le linee rette , che si tirano a questa da un punto , 
che esiste dentro alla figura , sono uguali fra loro . 

XVI. Un tal punto chiamasi centro del cerchio. 

XVII. Il diametro del cerchio è una linea retta tirata 
per lo centro , e terminata da ambe le parti dalla 
circonferenza di esso . 

xviii. Il semicerchio é una figura compresa dal dia- 
metro , e da una delle due parti della circonferen- 
za , che questo ne trema . 

XIX. Il segmento del cerchio è una figura , che si 
comprende da una linea retta , eh’ è dentro del cer- 
chio , e da una delle due parti della circonferenza , 
che questa ne taglia . 

XX. Le figure rettilinee sono quelle , che sono 
comprese da linee rette . 

XXI. Le trilatere quelle #he da tre. 

XXII. Le quadrilatere che’ da quattro. 

XXIII. Le muUilatere quelle , che si contengono da 
più di quattro . 

Delle figure trilatere . 

XXIV. Il triangolo equilatero è quello , che ha i tre 
lati uguali . 

XXV. L ’ isoscele è quello , che ha solamente due 
lati uguali . 

XXVI. Lo scaleno quell’ altro , che ha disuguali i 
tre lati. 

Inoltre tra le figure trilatere . 



Digilized by Coogle 







biEuclids. 3 Llb. 1. 

ixvii. Il triangolo rettangolo è quello , che ha un 
angolo retto . 

XXVIII. L’ ottusangolo ogni altro , che ha un an- 
golo ottuso. 

XXIX. L ' acutangolo quello , che ha acuti i tre 
angoli . 

Delle figure quadrilatere . 

XXX. Il quadrato è quella figura , eh’ è equilatera 
e rettangola . 

XXXI. Il rettangolo è quella , che ha retti gli an- 
goli ; ma non è equilatera . 

XXXII. Il rombo è 1’ altra , eh’ è equilatera ; ma non 
rettangola. ! 

XXXIII. Il romboide e poi quella , che ha ilati, e gli 
angoli opposti rispettivamente uguali , senza nè es- 
sere equilatera , nè rettangola . 

XXXIV. Ogni altra figura quadrilatera diversa da que- 
ste , si chiama trapezio . 

XXXV. Linee rette parallele sono quelle , che esisten- 
do in uno stesso piano , prodotte indefinitamente , 
non concorrono nè dall’ una parte , nè dall’ altra . 

POSTULATI. 

I . Si dimandi di tirare da un punto ad un al- 
tro una linea retta . 

II. Similmente di prolungare una linea retta ter- 
minata quanto ne piaccia . 

III. Di descrivere un cerchio con un qualsivoglia 
centro , ed intervallo . 

IV. E che tutti gli angoli retti sieno .tra di loro 
uguali . 

« 
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Gh\ EtEMKKTI 

V. Ed inoltre, che se in due linee rette vi cada 
un’ altra linea retta , e faccia gli angoli interni dal- 
la stessa parte minori di due retti ; quelle due li- 
nee rette, prolungate indefinitamente, debbano incon- 
trarsi verso quella parte , ove gli angoli sono mi- 
nori di due retti . > 

N. B. Questo postillato , che per ragion di metodo 
si è qui recato seguendo Euclide , e del quale non do- 
vrà farsene uso prima della proposizione xxix. di que- 
sto primo libro , s' intenderà bene , dopo di aver ap- 
presa la proposizione xxviii. 

ASSIOMI, O NOZIONI COMUNI. 

I . Le grandezze uguali ad una terza , sono uguali 
tra di loro. 

II. Se a grandezze uguali aggiungansi grandezze 
uguali , i tutti saranno uguali . 

HI. E se da grandezze uguali tolgansi grandezze 
uguali , i residui pure saranno uguali . 

IV. Se a grandezze disuguali aggiungansi gran- 
dezze uguali , i tutti saranno disuguali . 

V. E se da grandezze disuguali tolgansi grandezze 
uguali , i residui anche saranno disuguali . 

VI. I doppj di una stessa grandezza , sono tra di 
loro uguali . 

VII. Le metà di una medesima grandezza , sono 
uguali tra di loro . 

vili. Le grandezze che combaciano sono uguali . 

IX. Il tuUo è maggiore della parte. 

X. Due rette non chiudono spazio . 
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PROBLEMA. 

Sopra di una data linea retta terminata costi-^ 
taire un triangolo equilatero . 

Sia la data linea retta teiminata AB ; fa d’uòpo fig, i. 
costituire sopra di essa un triangolo equilatero. 

Col centro A , intervallo AB si descriva il cerchio 
BCD * ; e similmente col centro B , intervallo BA i * po. 3. 
si descriva l’altro cerchio ACE ; e poi dal punto C 
ove scamhievolmente si segano i due cerchi , si ti_ 
tino ai punti A , B le linee rette CA , CB (*). * po. a. 

E poiché il punto A è il centro del cerchio CDB , 
dee essere la linea retta AC uguale all’ alti-a AB *.»<!, i5. 
E similmente poiché il punto B è il centro del cer- 
chio CAE , r è pure BC uguale ad AB . Ma si 
è dimostrato che CA è uguale ad AB ; dunque si 
CA , che CB è uguale ad AB . Or le grandezze che 
sono uguali ad una terza , sono uguali tra di loro *: • a. i. 
dunque CA è uguale a CB ; e perciò le tre CA , 

AB , BC sono tra di loro uguali . 

Quindi il triangolo ABC è equilatero * , ed èco- ' d. 14- 
stituito sulla data linea retta terminata AB. C. B. F. 

PROPOSIZIONE II. 

FBOBLEVA. 

Da un punto dato condurre una linea retta uguale 
ad una linea retta data . 

Sia A il punto dato , e BC la linea retta data ; fis- 
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Gli Elemémti 

fa d' uopo condurre dal punto A una linea retta 
uguale alla data BC . 

Si tiri dal punto A al punto B la linea retta 

• po. 1. sulla quale si costituisca il triangolo equila- 

* p- tero DAB * ; poi si prolunghino le DA, DB ver- 

• po. a. so E ed F * -, e col centro B , intervallo BC si 

• pQ_ 3_ descriva il cerchio CGH * ; e nel modo stesso , col 

Centro D, intervallo DG si descriva il cerchio GKL . 
E poiché il punto B è il centro del cerchio CGH , 

* £, i5. dee essere BC uguale a BG * ; e per la stes- 

sa ragione , essendo D il centro del cerchio GK.L , 
DL è uguale a DG ; e poiché DA è uguale a DB 5 la 

* a. 3 . rimanente AL Sarà uguale alla rimanente BG *. Ma 

si è dimostrata BC uguale a BG ; quindi tan- 
to AL , che BC è uguale a BG . Or le grandezze 
che sono uguali ad una tei’za , sono tra di loro 
uguali ; dunque AL é uguale a BC. 

E quindi dal dato punto A si é condotta la linea 
retta AL uguale alla data BC. C. B. F. 

PIIOPOSIZIONE III. 

problema. 

Date due linee rette disuguali , tagliare dalla 
maggiore una parte uguale alla minore, 

fig. 5 . Le due date linee rette disuguali sieno AB , e C, 
delle quali sia AB la maggiore ; fa d’ uopo tagliare 
dalla maggiore AB una parte uguale alla minore C. 
Si conduca dal punto A la linea retta AD uguale 

* p. a. a C * ; e poi col centro A , intervallo AD si 

• po. 5. descriva U cerchio DEF * . 
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E poiché il punto A è centro del cerchio DEF , 
sarà AE uguale ad AD , Ma anche C è ugua- 
le ad AD ; quindi sì la linea retta AE , che 1’ altra 
C sono uguali alla stessa AD , e perciò AE è ugua- 
le a C * . 

Dunque date le due linee rette disuguali AB , e C, 
dalla maggiore AB , se n’ è tagliata la parte AE 
uguale alla minore C. C. B. F. 



a. r. 



PROPOSIZIONE IV. 



teorema. 



Se due triangoli abbiano due lati uguali a due lati , 
ciascuno a ciascuno , ed abbiano anche uguali gli 
angoli compresi dai lati uguali ; sarà pure la base 
uguale alla base , il triangolo uguale al triango- 
lo , ed i rimanenti angoli saranno ugumli ai rima- 
nenti angoli , ciascuno a ciascuno , quelli cioè che 
sono sottesi dai luti uguali , o sia ai quali sono 
opposti i lati uguali. 

Sieno i due triangoli ABC, DEF, i quali abbia- fig. 4* 
no i due lati AB , AC , uguali ai due lati DE , DF, 
ciascuno a ciascuno , cioè il lato AB uguale al lato 
DE , e ’l lato AC al lato DF ; e sia 1’ angolo BAC 
compreso dai lati BA , AC uguale all’ angolo EDF , 
eh’ è compreso dagli altri ED , DF : dico che sia 
anche la base BC uguale alla base EF ; il trian- 
golo ABC uguale al triangolo DEF ; e che i rima- 
nenti angoli sieno uguali ai rimanenti angoli, ciascuno 
a ciascuno , cioè 1’ angolo ABC all’ angolo DEF , e 
r angolo ACB all’ angolo DFE . ^ 
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Poiché se s’inlenda applicato il triangolo ABC 
sul triangolo DEF , in modo che il punto A cada 
sul punto D , e la linea retta AB sulla I)£ ; dovrà 
cadere anche la linea retta AC sulla DF , essendo 1’ 
angolo BAC uguale all' angolo EDF . Ma son pu- 
re i lati AB , AC uguali ai lati DE , DF ciascuno 
a ciascuno; dunque dovrà cadere il punto B sul 
punto E , e ’l punto C sull’ altro F . Quindi la ba- 
se BC comhacerà coUa base EF . Poiché se ca- 
dendo il punto B sul punto E , e '1 pupto C sul- 
r altro F , la base BC non combaci colla base EF , 
due rette dovrebbero chiudere spazio ; ciò eh’ è im- 

• a. 10 . possibile *. Perciò la base BC coinciderà colla base EF 

* a. 8. e le sarà uguale* : il triangolo ABC combaciando coi 

ti'iangolo DEF , gli sarà pure uguale ; ed i rimanenti 
angoli ABC , ACB combaceranno co' rimanenti an- 
goli DEF , DFE , e saranno quelli a questi rispet- 
tivamente uguali . 

Se dunque due triangoli abbiano due lati uguali 
a due lati , ciascuno a ciascuno, ed abbiano anche 
uguali gli angoli compresi dai lati uguali ; sarà pure 
la base uguale alla base , il triangolo uguale al trian- 
golo , ed i rimanenti angoli saranno uguali ai rima- 
nenti angoli , ciascuno a ciascuno , quelli cioè che- 
sono sottesi dai lati uguali . C. B. D. 
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TEOREMA. 

In Ogni triangolo isoscele gli angoli alla base 
sono uguali tra loro : e prodotti i lati uguali , sa- 
ranno anche tra loro uguali gli angoli sotto la base. 

Sia il triangolo isoscele ABC , che abbia il lato AB fiS> A 
uguale al lato AC ; e si prolunghino i lati AB , 

AC , verso D ed E : dico esser 1’ angolo ABC ugua- 
le all’ aUgolo ACB , e 1’ angolo CBD all' angolo BCE. 

Si prenda nella BD qualsivoglia punto F ; p<M 
dalla maggiore AE si tagli AG uguale alla mi- 
nore AF, e si congiungano le" linee rette FC , GB. 

E poiché AF è uguale ad AG , ed AB ad AC ; 
le due linee rette FA , AC sono uguali alle due 
GA , AB , ciascuna a ciascuna ; comprendono an- 
che l’angolo comune FAG : dunque la base FC 
è ^uguale alla base GB , ed i rimanenti angoli 
ACF , AFC sono aguali ai rimanenti angoli ABG , 

AGB ciascuno a ciascuno * . •* p. i4- 

Inoltre tutta AF è uguale a tutta AG , ed è 
AB uguale ad AC ; dùnque sarà la rimanente 
BF uguale alla rimanente CG * . Ma si è dimo- * a. 3. 
strato esser FC uguale a GB ; dunque i due lati BF , 

FC del triangolo BFC sono uguali ai due lati CG , 

GB del triangolo CGB , ciascuno a ciascuno 5 si 
è anche dimostrato 1’ angolo AFC uguale all’ angolo 
AGB ; sarà dun'que il triangolo BFC uguale al trian- 
golo CGB , ed i rimanenti angoli saranno uguali ai 
runanenti angoli , ciascuno a ciascuno , quelli cioè 
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~ ~ che sono sottesi dai Iati uguali ; perciò I' angolo FBC 

è uguale all’ angolo GCB , e 1’ angolo BCF all’ an- 
golo CBG. Essendosi pertanto dimostrato esser tutto 
l’angolo ABG uguale a tutto l’angolo ACF , e la parte 
CBG del primo , uguale alla parte BCF dell’ altro , 
saranno pure uguali le rimanenti parti , cioè gli an- 
goli ABC ed ACB ; i quali sono alla base del 
triangolo ABC . Ma si è anche dimostrato 1’ angolo 
FBC uguale all’angolo GCB, che sono quelli sotto 
la base . 

Dunque in ogni triangolo isoscele gli angoli alla 
base sono uguali tra loro ; e prodotti i lati uguali , 
saranno anche tra loro uguali gli angoli sotto la 
base. C.B.D. 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA. 

Se due angoli (f un triangolo sieno tra loro 
uguali , i lati che sottendono gli angoli uguali , sa- 
• ran pure tra di loro uguali, 

fig. 6. Sia il triangolo ABC , *che abbia 1’ angolo ABC 
uguale all’ angolo ACB : dico che il lato ÀC sia ugua- 
le al lato AB . 

Poiché se AC non è aguale ad AB , un di essi 
sarà il maggiore . Sia questo AB , dal quale si tagli 
* p. 3. la parte DB uguale al lato minore AC * , e si 
congiunga CD . 

Ed essendo DB uguale ad AC , e BC comune j 
i due lati DB , BC del triangolo DBC sono uguali ai 



« 
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due lati AC , CB del triangolo ACB , ciascuno a cia- 
scuno . Ma è pure 1’ angolo DBG uguale all’ angolo 
ACB : dunque il triangolo ABC sarà uguale al trian- 
golo DCB * j il maggiore al minore , lo che è as- * P* 4* 
surdo * , Non son dunque le AB ed AC disugua- * a- 9 > 
li , ma bensì uguali . , 

Perciò se due angoli di un triangolo sieno tra lo- 
ro uguali , i lati che sottendono gli angoli uguali , 
saran pure tra di loro uguali . C. B. D. 

PROPOSIZIONE VII. 

TE O a £ M A . 

Sopra di una stessa base ed alla medesima parte, 
non si possono costituire due triangoli distinti, che 
abbiano i lati uguali , ciascuno a ciascuno . 

Imperocché se può esserlo , alla stessa parte della fig. 7 . • 
linea retta AB vi sicn costituiti i due triangoli distin- 
ti ACB , ADB , che abbiano uguali i lati , ciascuno 
a ciascuno , cioè il lato AC al lato AD , e ’l lato 
BC al lato BD . Si unisca CD , potrà una tal con- 
giungente cadere o al di fuori di ciascuno dei trian- 
goli ACB , ADB , o pur dentro di uno di essi . 

Cada primieramente al di fuori. E poiché nel tri- n. 1 . 
angolo ACD i lati AC ed AD sono uguali , 1’ an- 
golo ACD' sarà uguale all’angolo ADC * ; perciò * p 5. 
l' angolo ADC è maggiore dell’ angolo DCB , e 
quindi 1’ angolo CDB è molto maggiore dell’ ango- 
lo DCB . Similmente perchè nel triangolo BCD il 
lato £C è uguale all’ altro DB , 1’ angolo CDB sarà 
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uguale all' angolo DCB . Ma si è anche dimostrato- 
essergli maggiore. Dunque una grandezza sarebbe in- 
sieme maggiore ed uguale ad un’altra , il che è im- 
possibile. 

Che se la CD si supponga cader dentro uno 
dei triangoli ACB ; si producano le ÀC, AD in E 
ed F. 

Or poiché nel triangolo CAD , i lati uguali AC , 
AD si sono prodotti in E ed F , sotto la base , sa- 
* p. 5. rà l’angolo FDC uguale all’angolo ECD *, Ma 
per essere BC uguale à BD , l’angolo BCD è ugua- 
le all' angolo BDC ; ed è 1’ angolo BDC maggiore 
dell’ angolo FDC : dunque anche l’ angolo BCD do- 
vrà esser maggiore dell’ angolo ECD ; cioè la parte 
sarebbe maggiore del tutto , il che è impossibile . 

E perciò sopra di una stessa base ed alla medesima 
parte , non si possono costituire due triangoli dL 
stinti , che abbiano i lati uguali , ciascuno a ciascu- 
no . C. B. D. 

PROPOSIZIONE Vili. 

. TEOREMA. 

Se due triangoli abbiano due lati uguali a due 
lati , ciascuno a ciascuno , ed abbiano di piu la base 
uguale alla base ; avranno uguali gli angoli compre, 
si dai lati uguali. 

fig. 8. I due triangoli ABC , DEF abbiano i due lati 
AB , AC , uguali ai due lati DE , DF , ciascuno a 
ciascuno , cioè AB a DE , cd AC a DF ^ ed abbia- 
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no pare la Base BC uguale alla base EF : dico che 
anche 1’ angolo BAG , sia uguale all’ angolo EDF . 

Poiché se s’intenda applicato il triangolo ABC sul 
triangolo DEF , in modo che il punto B cada sul 
punto E , e la linea retta BC sulla EF ; dovrà cadere il 
punto C sull’ altro F , per essere BC uguale ad EF, 
e combaciando BC con EF , combaceranno anche 
BA , le CA colle ED , DF ; poiché , se la base BC 
combacerà colla base EF , ed i lati BA , AC , non 
combacino coi lati ED , DF , ma cadano distinta- 
mente , come EG , GF , si verranno a costituire su 
di una stessa base , ed alla medesima parte due trian- 
goli distinti , che hanno i lati uguali , ciascuno a 
ciascuno. Ma non vi si possono costituire * : dunque * P- 7* 
combaciando la base BC colla base EF , i lati BA , 

AC , debbono necessariamente combaciare colle ED, 

DF ; e quindi l’angolo BAC combacerà coll’ an- 
golo EDF , e gli sarà perciò uguale * . * a. 8. 

Se dunqpie due triangoli abbiano due lati uguali 
a due lati , ciascuno a ciascuno , ed abbiano di più 
la base uguale alla base : avranno anche uguali gli 
angoli compresi dai lati uguali . C. B. D. 

PROPOSIZIONE IX. 
problema. 

Dato un angolo rettilineo , dividerlo per metà . 

Sìa dato r angolo rettilineo BAC ; fa d' uopo di- pg. g. 
viderlo per metà . 

Si prenda nella linea retta AB ad arbitrio un 
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punto D , poi si tagli dalla linea retta AC la parte 
AE uguale ad AD , e si congiunga DE , sulla quale 
si costituisca il triangolo equilatero DEF * , e si con- 
duca AF : dico cbe l' angolo BAC è diviso petf 
metà dalla AF . 

Poiché AD è uguale ad AE , ed AF é comu- 
ne ; sono le due DA , AF uguali alle due EA , 
AF , ciascuna a ciascuna. Ma la base DF è ancora 
uguale alla base EF 5 quindi 1' angolo DAF è ugua- 
le all’ angolo EAF * . 

E perciò r angolo rettilineo dato BAC è diviso 
per metà dalla linea retta AF. C. B. F. 

PROPOSIZIONE X. 

PROBLEMI. 

Data una linea retta terminata, dividerla per metà. 

Sia data la linea retta terminata AB -, fa d' uopo 
dividerla per metà . > 

Si costituisca su di essa il triangolo equilatero ACB, 
e si divida 1’ angolo ACB per metà colla linea retta 
CD * : dico che anche la linea retta AB sia divi- 
sa per metà nel punto D . 

Poiché AC é uguale a CB , e CD è comune , 
saranno le due AC , CD uguali alle due BC , CD > 
ciascuna a ciascuna . Ma anche l' angolo ACD è 
uguale all’ angolo BCD j dunque la base AD è 
uguale alla base DB * . 

Q^3ii la data linea retta terminata AB , si è di- 
visa per metà nel punto D. C. B. F. 



f 
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PROBLEMA. 

Ad una data linea retta da un dato punto in 
essa , condurle una perpendicolare . 

Sia data la linea retta AB , ed in essa il punto Jtg. ii. 
C : là d’ uopo condurre dal punto C una perpendi- 
colare ad AB . 

Si prenda in AC un qualsivoglia punto D , indi 
si ponga CE uguale a CD ; si costituisca sulla DE 
il triangolo equilatero FDE , e si tiri FC : dico 
che alla data linea retta AB , dal punto C dato in 
essa , le si sia condotta la perpendicolare FC. 

Poiché CD è uguale a CE , ed FC è comu. 
ne : le due CD , CF sono uguali alle due EC , 

CF , ciascuna a ciascuna . Ma anche la base DF è 
uguale alla base EF 5 dunque 1’ angolo DCF è uguale 
all’angolo ECF * , i quali sono gli angoli di quà e * p. 8 . 
di là. Or quando una linea retta insistendo sopra di 
un’ altra linea retta , forma uguali gli angoli , che so- 
no di quà e di là, ciascuno degli angoli uguali è 
retto ; dunque è retto ciascuno degli angoli DCF j 
FCE . 

Quindi alla data linea retta AB , dal punto C dato 
in essa, le si è condotta la perpendicolare FC.C.B.F. 
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PROPOSIZIONE XII. 



PROBLEMA. 

Da un dato punto fuori di una linea retta 
indeterminata , abbassarle sopra una perpendico- 
lare . 

Jtg. la. Sia la data linea retta indeterminata A B , e C 
il punto dato, che non è in essa; fa d’uopo ab- 
Lassare dal dato punto C una perpendicolare al., 
la data AB. 

Si prenda dall' altra parte della linea retta A B un 
qualunque punto D , e poi col centro C , intervallo 
CD , si descriva il cerchio EFG; indi si divida 

* p. IO. EG per metà in H * , e si tirino le CG , CH , 

CE ; dico che sulla data linea retta indeterminata AB, 
dal dato punto C, che non è in essa, si è abbas- 
sala la perpendicolare CH. 

Imperocché essendo GII uguale ad HE , e CH 
comune ; sono le due GH , HC uguali alle due 
EH , HC , ciascuna a ciascuna . Ma anche la base 
CG è uguale alla base CE ; dunque 1’ angolo CHG 
• p. 8. è uguale all’ angolo EHC *: i quali sono di qua e 
di là. Or quando una linea retta insistendo su di un’ 
altra fa uguali gli angoli di qua e di là , è retto 
r uno , e r altro di questi angoli uguali , e la line» 
retta che insiste si chiama perpendicolare a quell» 

• d. 10 insiste * . 

Dunque dal dkto punto C fuori della linea retta 
indeterminata AB , si è abbassata sopra essa la per- 
pendicolare CH . C. B. F. 
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PROPOSIZIONE XIII. 



TEOREMA. 

* 

Quando una linea retta insìstendo sopra un'al- 
tra linea retta vi forma angoli , gli farà amen- 
due retti , o presi insieme uguali a due retti . 

« 

Una qualunque linea retta AB insìstendo sopra 
r altra CD , vi formi gli angoli CBA , ABD ; dico , 
cbe questi angoli , o sono ambedue retti, o presi 
insieme uguali a due retti . 

Imperocché se 1’ angolo CBA , è uguale all'angolo 
ABD , sono questi due angoli retti * ; se ciò non è, * to 
dal punto B si conduca BE perpendicolare a CD *; * p. li 
saranno perciò retti gli angoli CBE , EBD . E poi- 
ché l’angolo CBE è uguale ai due angoli CBA, ABE: 
se si aggiunga ad essi di comune 1’ angolo EBD ; gli 
angoli CBE , EBD saranno uguali ai tre altri angoli 
CBA, ABE, EBD. Similmente, poiché l’angolo DBA 
è uguale agli angoli DBE,EBA: se si aggiunga ad essi 
di comune 1’ angolo ABC ; gli angoli DBA , ABC 
saranno uguali ai tre altri angoli DBE , EBA , ABC. 

Ma si sono dimostrali anche gli angoli CBE , EBD 
uguali 

ad una terza , sono uguali 






V 

k" 






a questi stessi tie 5 e le grandezze 



ugualj 

tra di loro * j quindi 
è , che gli angoli CBE , EBD sono uguali agli 
angoli DBA , ABC . Ma gli angoli CBE , EBD so- 
no due rètti ; perciò anche gli angoli DBA , ABC 
debbono essere uguali a due retti . 

Se dunque una linea retta ec. C. fi. D. 
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PROPOSIZIONE XIV. 




TEOREMA. 

Se ad un punto di una linea retta , due altre 
linee rette alle parti opposte di quella sfacciano gli 
adjacenti angoli insieme uguali a due retti j queste 
fìg. if\. linee rette saranno per dritto . 

AI punto B nella linea retta AB , le due altre li- 
nee rette BC , BD alle parti oj)poslc di essa AB, 

' vi facciano gli adjacenft angoli ABC , ABD insie- 
me ugnali a due retti : dico che la linea retta BD 
sia per dritto colla BC . 

Imperocché se BD non è per dritto con BG , 
cr dritto BE . E poiché la linea ret- 
suir altra CBE ; gli angoli ABC , 
a due retti *. Ma anche gli an- 
sono uguali a due retti ; dunque 
A , ABE sono tignali agli angoli CBA, 
di comune T angolo CBA; il rimancn- 
BE dovrà essere uguale al rimanente 
qual cosa è impossibile . E perciò la 
linea retta BE non è per dritto colla BC . Dimo- 
streremo similmente, che verun’ altra lo sia , oltre 
l-iìt • quindi la linea retta BC è per dritto con BD. 
dunque ad un punto di una linea retta ec.C.B.D. 

' Cor. In questo stesso modo si potrà dimostra- 
re , che due linee rette non possono avere un co- 
mune segmento . Poiché se le CBD, CBE avessero 
il comune scgniento CB ; la retta BA insistente ad 
, c tirata dal punto B , dovrebbe comprendere 
BE , BD angoli uguali ; lo che si dimostra 
ssihile collo stesso ragionamento della Propo- 
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IO. 



Se due linee rette scambievolmente si seghino j 
gli angoli verticali saranno uguali . 

Le due linee rette AB , CD scambievolmente si se- Jtg, i5. 
gbino nel punto E ; dico che l’angolo AEG sia ugtiale 
•all’ angolo DEB , e 1’ angolo CEB all’ altro AED . 

La linea retta AE insistendo sopra CD, vi forma gli 
angoli CEA , AED ; peixiò questi sono uguali a 
due retti * . Per la stessa ragione la linea ret- « 
ta DE insistendo sopra AB , vi forma gli angoli 
AED , DEB , che debbono anche essere uguali a 
due retti . Ma si sono dimostrati gli angoli CEA , 

AED anche uguali a due retti -, sono dunque gli 
angoli CEA, AED uguali agli angoli AED, DEB; 
tolgasi di comune 1’ angolo AED ; il rimanente an- 
golo CEA sai'à uguale al rimanente BED. Nel mo- 
do stesso si dimostrerà , che gli angoli CEB , DEA 
sicno uguali . 

Se dunque due linee rette scambievolmente si se- 
ghino ; gli angoli verticali saranno uguali . C.B.D. 

Co;-. I . Si rileva da ciò , che segandosi scambie- 
volmente due linee rette , gli angoli alla sezione sa- 
ranno uguali a quattro retti . 

Cor. 2 . E che tutte le linee rette concorrenti ad 
im punto , fanno gli angoli uguali a quattro retti . 
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PROPOSIZIONE XVI. 



teorema. 

Se un lato di un triangolo sia prolungato , 
r angolo esteriore è maggiore dell' uno , o dell' altro 
interiore ed opposto . 

flg. i6. Sia il triangolo ABC , tli cui il lato BC si pro- 
lunghi in D ; elico che 1' angolo esteriore ACD sia 
maggiore dell’ uno, o dell’altro interiore cd opposto 
CBA , BAC . 

^ p. IO. Si divida BC per metà in E * , e tirata BE si 
prolunghi sino ad F , o si ponga EF uguale a BE; 
di poi si tiri FC , e si prolunghi AC sino a G . 

E poiché AE é uguale ad EC , e BE ad EF , le 
due AE , £B sono uguali alle due CE, EF ; cia- 
scuna a ciascuna . Ma anche l'angolo AEB è uguale 

* p. i5. all' angolo FEC , perché veu’iicali *; perciò i rima- 

nenti angoli sono uguali ai i-imanenti angoli , ciascu- 
scuno a ciascuno , (pielli cioè che sono sottesi dai 

* p. 4- lati uguali * . È duiujue l’ angolo BAE ugnale all’ 

angolo ECF . Ma è poi l’ angolo ECD maggiore 
dell’ angolo ECF ; quindi 1’ angolo ACD è maggio- 
re dell’ angolo BAE . Nel modo stesso, se BC si 
divida per metà, si dimostrerà che l'angolo BCG , 
cioè r altro ACD , è maggiore dell' angolo ABC . 

E perciò se un lato di un triangolo sia prolun- 
gato , 1’ angolo estei’iore è maggiore dell’uno , Q del-» 
r altro interiore ed opposto . C.B.D. 
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T E 0 « E M A. , 

Due angoli qualunque di ogni triangolo , presi 
insieme , sono minori di due retti. 



Sia il triangolo ABC ; dico che due angoli qua- „ 
lunque di un tal triangolo , presi insieme , . sono mi- 
nori di due retti. 

Si prolunghi. DC fino a D : e poiché del trian- 
golo ABC r angolo esteriore ACD è maggiore del- 
l’ interiore ed opposto ABC * ; se vi si aggiunga di » p_ j 5, 
comune l’angolo ACB , saranno gli angoli ACD , AOB, 
maggiori degli angoli ABC , BCA . Ma 'gli angoli 
AClJ , ACB sono uguali a due retti * : perciò gli an- » p, 
geli ABC , BCA sono minori di due retti . Simil- 
mente dimostreremo , che gli angoli BAC , ABC sie- 
no minori di due retti , e lo stesso per gli angoli 
CAB , BCA . 

Quindi due angoli qualunque di ogni triangolo ^ 
presi insieme , sono minori di due retti . C.B.D. 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA. 



il lato maggiore di ogni triangolo , -sottende tangolo 
maggiore . 



Sia il triangolo ABC , che abbia il lato AC mag. fij. 
giore del lato AB ; dico che anche l’ angolo ABC 
^ia maggioi'e dell’ angolo BCA . 
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Percliè il Iato AC è maggioi-e del Iato AB; pon- 
gasi AD uguale ad AB , e si tiri BD . E poiché 
r angolo esteriore ADB del triangolo BDC , è mag- 

* p. 17 . giore dell’ interiore ed opposto DCB * ; ed è 1’ an- 

golo ADB uguale all’ angolo ABD ; perchè il la- 

* p. 5. to AB è uguale al lato AD * ; dovrà perciò 1’ an-i 

golo ABD esser maggiore dell’ angolo ACB ; e quin- 
di r angolo ABC dovrà esser molto maggiore del* 
r angolo ACB. 

Dunque il maggior lato di ogni triangolo , sot- 
tende r angolo maggiore . C. B. D. 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA. 

« 

Il maggior angolo di ogni triangolo , i sottesm 
dal lato maggiore. 

fig. ig Sia il triangolo ABC, che abbia l’angolo ABC 
maggiore dell’ angolo BCA ; dico che anche il lato 
AC sia maggiore del Iato AB . 

Imperocché se ciò non è vei'o : il lato AC, o è 
uguale al lato AB , o n’è minore . Non è il lato 
AC uguale al lato AB , poiché sarebbe l’ angolo ABC 
* p 5. ■ uguale all’ altro ACB * , il che non é vero ; non è 
dunque AC uguale ad AB . Non é poi AC minore 
di AB ; poiché' 1’ angolo ABC sarebbe minore del- 

* p. iS. ^ altro ACB * , il che né anche è vero ; dunque 

neppure AC è minore di AB . Ma si é dimostra- 
to , che non gli è uguale ; dovrà perciò essere AG 
maggiore di AB . 
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D I 

Quindi il maggior angolo di ogni triangolo , è sot- 
teso dal lato maggiore . C. B. D. 

PROPOSIZIONE XX. 

TEOREMA. 

Due lati qualunque di ogni triangolo , presi in^ 
sieme , sono maggiori del rimanente . 

Sia il triangolo ABC ; dico cbe due lati di un tal fig. aojr 
triangolo , insieme presi , sono maggiori del rimanen- 
te ; cioè BA , AC di BC ; AB , BC di AC ; BC , 

CA di AB . 

Imperocché si prolunghi BA sino al punto D , poi 
si ponga DA uguale a CA , e si congiunga DC. 

E poiché DA è uguale ad AC , è pure 1’ angolo 
ADC uguale all' angolo ACD * . Ma l’angolo BCD * p. S. 
é maggiore dell’ altro ACD ; dunque BCD è anche 
maggiore di ADC . E perchè il triangolo DCB ha 
r angolo DCB maggiore dell’ altro ADC , ed il mag- 
gior angolo è sotteso dal maggior lato : quindi DB 
é maggiore di BC *. Ma è poi DB uguale alle AB, * p* ip. 
AC : sono dunque le BA , AC maggiori di BC . Si- 
milmente dimostreremo , che le AB , BC sono mag. 
giori di CA ; e che le BC , CA sono maggiori di AB. 

Perciò due lati qualunque di ogni triangolo , presi 
insieme , sono maggiori del rimanente . C. B. D. 
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PROPOSIZIONE XXI. 

T E O R E M i. . 

Se dagli estremi di un lato di un triangolo, con- 
ducansi due linee rette ad un punto dentro di tal fi- 
gura ; queste saranno minori dei due altri lati del 
triangolo , e vi comprenderanno un angolo maggiore 
di quello , che contiensi da que' due lati. 

Dagli estremi B , C del lato BC del triangolo 
ABC , conducansi ad un punto dentro di tal figura 
le due linee rette BD , DC ; dico che le BD , DC sieno 
minori dei due altri lati BA , AC di esso triangolo ; 
ma che comprendano 1’. angolo BDC maggiore del- 
r angolo BAC . 

Imperocché si prolunghi BD sino ad E ; e 
siccome di ogni triangolo due lati sono maggiori 
del terzo * ; perciò i due lati AB , AE del triangolo 
ABE sono maggiori dell'altro BE; vi si aggiunga 
di comune EC ; sono dunque le BA , AC maggiori 
delle BE , EC . E similmente poiché del triangolo 
CED i lati CE, ED sono maggiori dell’altro 
CD * ; vi si aggiunga di comune DB ; sono dunque 
le CE , EB maggiori delle CD , DB . Ma le BA , 
AC si sono dimostrate maggiori delle BE , EC ; 
quindi le BA , AC sono molto maggiori delle BD , 
DC. 

Inoltre poiché 1’ angolo esteriore di qualsivoglia 
triangolo é maggiore dell’ interiore ed opposto * j 
perciò r angolo esteriore BDC .del triangolo CDE 
è maggiore dell’ altro CED . Per la stessa ragione. 
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r angolo esteriore CEB del triangolo ABE è mag- 
giore dell’altro BAC . Ma si é dimostrato BDC 
maggiore di BEC: dunque BDC è molto maggio, 
re di B A C . 

Quindi se dagli estremi di un lato di un triango- 
lo , conducansi due linee rette ad un punto dentro 
di tal figura \ q[ueste sono minori degli altri due lati 
del triangolo , comprendono però un angolo mag- 
giore di quello ,• che contiensi da que’ due lati C.B.D. 

PROPOSIZIONE XXII. 
problema. 

Da tre linee rette , le quali sieno uguali a tre 
altre date , costituire un triangolo ; richiedesi però 
che due , comunque prese , sieno maggiori 4dìa * 
terza. 

Le tre linee rette date sieno A , B , C , due delle fig’ 
quali , comunque prese , sieno maggiori della ter- 
za . : cioè A , e B di C ; A , e C di B ; ed . ancora 
B , e C di A ; fa d’ uopo costituire un triangolo con 
■tre linee rette uguali alle A, B , C . 

Si ponga la linea retta DE , terminata in D , ed 
interminata in E ; dalla quale si tagli DF uguale 
ad A , FG uguale a B , e GH a C * . Col cen- * p. S. 
tro F , intervallo FD si descriva il cerchio DKL : 
e similmente col centro G, intervallo GH si descri- 
va il cerchio HKM , e si tii-ino le KF , KG ; dico 
che il triangolo KGF sia costituito da tre linee 
rette uguali alle A , B , C . 



Digitized by Google 




Lib. l. a6 GLlELEMeWTI 

" Poiché il punto F è centro del cerchio 

FD è uguale ad l'K. . Ma FD è uguale ad A: dun- 
<j\ie KF è uguale ad A . Per la stessa ragione , poi- 
ché il punto G è centro del cerchio RMH , GH 
è uguale a GK ; è poi GH uguale a C ; duncpic 
GK è pure uguale a C . Ma a B si è posto uguale 
FG; quindi le tre KF , FG, GK sono uguali al- 
le tre A , B , C . 

E perciò dalle tre linee rette KF -,FG, CK ,«che 
sono uguali alle tre altre date A , B , C , si è co- 
stituito il triangolo KFG . C. B. F. 

PROPOSIZIONE XXIII. 

PROBLEMA. 

• Ad una data linea retta ed ad un punto in 
essa , costituire un angolo rettilineo uguale ad un 
altro dato . 

Jtg. a3. Sia data la linea retta AB, ed in essa il punto A, 
sia poi dato I’ angolo rettilineo DCE : fa d’ uopo alla 
data linea retta AB , ed al punto A in essa , costitui- 
re un angolo rettilineo uguale all’ altro DCE dato. 

Prendansi nell' una , e nell’ altra linea retta CD , 
CE i punti D , E , e si tiri DE ; poi da tre linee 
' p. 22 . rette , che sono uguali alle tre CD , DE , CE *, si 
costituisca il triangolo AFG , in modo che sia CD 
uguale ad AF , CE ad AG , ed anche DE ad FG. 

E poiché le due linee rette DC , CE sono uguali 
alle due altre FA , AG , ciascuna a ciascuna , e la 
base DE é uguale alla base FG; l’angolo DCE do- 

* p. 8.^ \rà essere uguale all’ angolo F AG . * 
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' ^Quindi alla data linea retta AB , ed al punto A 
dato in essa , si è costituito 1’ angolo rettilineo FAG 
uguale all’ altro dato DCE . C. B. F. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

T E O R Z H A . 

Se due triangoli abbiano due lati uguali a due 
tati , ciascuno a ciascuno : ma V angolo contenuto 
dai lati di uno di essi , sia maggióre dell angolo 
contenuto dagli uguali lati deW altro *, sdfh la base 
di quello maggiore della base di questo . 

Sieno i due triangoli ABC , DEF , i quali ab- Jlg- *4* 
biano i due lati AB , AC uguali ai due lati DE , 

DF , ciascuno a ciascuno , cioè AB a DE , ed AC a 
DF ; r angolo BAC poi , sia maggiore dell' angolo 
EDF ; dico che la base BC sia maggiore della ba- 
se EF. 

Poiché r angolo BAC è maggiore dell’ angolo 
EDF , si costituisca alla linea retta DE , ed al puùto 
D in essa 1’ angolo EDG uguale all’ angolo BAC * ì * V' 
pongasi DG uguale ad AC , o a DF , e si tiri- 
no *le GE , FG . E poiché AB è uguale a DE, 
ed AC a DG ; le due BA , AC sono uguali al- 
le due ED , DG , ciascuna a ciascuna ; anche 
r angolo BAC è uguale all’ angolo EDG ; dunque 
la base BC è uguale alla base EG * . Similmente , * p. 4- 
poiché DG è uguale a DF , anche 1’ angolo DFG 
è uguale all’angolo DGF *5 e quindi DFG è mag- * p_ 5 _ 
giore di EGF : e perciò EFG é molto maggiore * 




Lib. 1. 



GLI ElKMSktI 

di EGF . E poiché EFG é un triangolo , che hit 
l'angolo EFG maggiore doll’tìngolo EGF; ed il 

* p. 19. maggior angolo è sotteso dal lato maggiore * ; dun- 

que il lato EG è maggiore dell’ altro EF’ . Ma GE 
è uguale a BC : dunque BC è maggiore di EF . 

Quindi se due triangoli abbiano due lati uguali 
a due lati , ciascuno a ciascuno ; ma 1’ angolo con- 
tenuto dai lati di uno di essi , sia maggiore dell’ an- 
golo contenuto dagli uguali lati dell’ altro ; sarà la 
Base di quello maggiore della base di questo 

OPOSIZIONE. XXV. 

TEOREMA. 

Se due triangoli abbiano due lati uguali a due 
lati , ciascuno a ciascuno : ma la base di uno sia mag- 
giore della base deW altro ; T angolo contenuto dai la. 
ti di quello, che ha maggiore Ut base , sarà maggio- 
re dell' angolo contenuto dagli uguali lati deW 
altro . 

fig. a5. Sieno i due triangoli ABC , DEF , i quali ab- 
biano i due lati AB , AC uguali ai due lati DE , 
DF , ciascuno a ciascuno , cioè il lato AB al lato 
DE , ed il lato AC al lato DF ; ma la base BG 
sia maggiore della base EF : dico che 1’ angolo 
BAC sia maggiore dell’ angolo EDF . 

Poiché se non sia maggiore , o è a quello ugua- 
e , o n’è minore. Ma non è 1’ angolo BAC uguale 
all’ angolo EDb’ ; poiché allora sarebbe la base BG 

* P- 4- uguale alla base EF * , il che non è vero : dunque 
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r angolo BAC non è uguale all’angolo EOF . Nè 
parimente n’ è minore ; poicliè sarebbe la ba- 
se BG minore della base EF * , il che nè anche * P' 
è vero ; dunque 1’ angolo BAC non è minore dell’ 
angolo EDF . Si è poi dimostrato , che non gli è 
uguale ; perciò 1' angolo BAC è maggiore dell’ an- 
golo EDF . 

Per la qual cosa se due triangoli abbiano due 
lati uguali a due lati , ciascuno a ciascuno ; ma la 
base di uno sia maggiore della base dell’ altro ^ 
r angolo contenuto dal lati di quello , che ha 
maggiore la base , sarà maggiore dell’ angolo conte- 
nuto dagli uguali lati dell’ altro. C.B.D. 

PROPOSIZIONE. XXVI. 

. TEOREMA. 

Se due triangoli abbiano due angoli uguali a 
due angoli , ciascuno a ciascuno , ed un lato ugua- 
le ad un lato , cioè o quello , eh' è adjacente agli 
angoli uguali, o V altro , che sottende uno degli an- 
goli uguali ; avranno ancora i rimanenti luti ugua- 
li ai rimanenti lati , ciascuno a ciascuno , ed il terzo 
angolo uguale al terzo angolo . 

Sieno i due triangoli ABC , DEF , i quali ab- 
biano i due angoli ABC , BCA uguali ai due DEF , 

EFD , ciascuno a ciasenno , cioè ABC a DEF , e 
BCA ad EFD -, ed abbiano ancora un lato uguale 
ad un lato , il qual sia primieramente quello eh’ è 
adjacente agU angoli uguali , cioè BC ad £F : di> 
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co che avrasao ancora i rimanenti lati uguali airi- 
manenti lati , ciascuno a ciascuno , cioè AB a DE 
ed AC a DF, ed il terzo angolo BAC uguale al 
terzo angolo EDF . 

Imperocché se il lato BA non è uguale all’ altro 
DE , un di essi farà il maggiore . Sia AB il mag- 
giore ; si ponga GB uguale ad ED , e si unisca 
GC. E poiché BG é uguale a DE , e BC ad 
EF ; i due lati GB , BC sono uguali ai due DE > 
EF , ciascuno a ciascuno ; è anche 1’ angolo GBC 
uguale all’ angolo DEF ; dunque la base GC 
è uguale alla base DF, il triangolo GBC è ugua- 
le al triangolo DEF , ed i rimanenti angoli sono 
uguali ai rimanenti angoli , ciascuno a ciascuno , 

* p. 4 quelli cioè che sono sottesi dai lati uguali * . È 

dunque l’ angolo GCB uguale all’ angolo DFE . 
Ma r angolo DFE si è posto uguale all’ angolo ACB; 
quindi 1’ angolo BCG è uguale all’ angolo BCA ; il 
minore al maggiore , il che è impossibile . Non è 
dunque AB ineguale a DE ; e perciò gli è uguale 
E poi BC uguale ad EF^ quindi i due Iati AB, 
BC sono uguali ai due altri DE , EF , ciascuno a cia- 
scuno : è anche l’ angolo ABC uguale all’ ango- 
lo DEF j dunque la base AC e uguale alla base DF, 

* p. 4 . cd il terzo angolo BAC è uguale al terzo EDF * • 

Sieuo poi uguali i lati , che sottendouo gli an- 
goli uguali , cioè AB a DE : similmente dico , che 
i rimanenti lati saranno uguali ai rimanenti lati , cioè 
AC a DF , e BC ad EF , e che anche il terzo 
angolo BAC sarà uguale al terzo EDF , 

' Imperocché se il lato BC non sia uguale al Iato 
EF ; un di essi sarà U maggiore . Sia , s' è pus» 
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sìbile , BC il maggiore ; si ponga BH uguale ad 
£F , cd uniscasi AH . E poiché BH è uguale 
ad EF , ed AB a DE ; i due lati AB , BH sono ugua- 
li ai due lati DE , £F , ciascuno a ciascuno . Ma 
comprendono ancora angoli uguali ; dunque la ba- 
se AH è uguale alla base DF , il triangolo ABH 
è uguale al triangolo DEF , ed i rimanenti ango- 
li sono uguali ai 'ì'imanenli angoli , ciascuno a 
ciascuno , quelli cioè che sono sottesi dai lati ugua- 
li. QuindLl’ angolo BHA è uguale all' altro EFD. Ma 
l'angolo ErD è uguale all'angolo BCA : dunque 1' an- 
golo BHA è uguale all’ altro BCA ; cioè a dire del 
triangolo ACH , 1' angolo esteriore BHA è uguale all’ 
interiore ed opposto BCA , il che è impossibile. Non 
é dunque BC ineguale ad £F : ma uguale. È poi AB 
uguale a DE : pei’ciò i due lati AB , BC souo u- 
guali ai due lati DE , EF , ciascuno a ciascuno i 
comprendono pure angoli uguali ; dunque la base 
AC è uguale alla base DF : il triangolo ABC è u- 
guale al triangolo DEF , ed il terzo angolo BAC è 
uguale al terzo angolo EDF . 

(Quindi se due triangoli abbiano due angoli ugua- 
li a due angoli , ciascuno a ciasenno , ed un 
lato uguale ad un lato , cioè o quello , eh’ è adja- 
cente agli angoli uguali , o 1’ altro , che sottende 
uno degli angoli uguali ; avranno ancora i rimanen- 
ti lati uguali ai rimanenti lati , ciascuno a ciascuno, 
ed il terzo angolo uguale al terzo angolo . C.B.D. 
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PROPOSIZIONE. XXVII. 

TEOREMA. 

. «Se una linea retta cadendo sopra due altre linee 
rette , vi formi gli angoli alterni tra loro uguali \ 
quelle due linee rette saranno parallele . 

fiS- *7 Nelle due linee rette AB, CD cadendo vi ^ liuea ret- 
ta EF, formi tra loro uguali gli angoli anerni AEF > 
EFD : dico che AB sia parallela a CD. 

Imperocché se non l’ è parallela , le AB , CD pro^t 
* d. 35 lungale converranno, o alla parte BD, o aU’altra AC * 
si prolunghino , e convengano alla parte BD nel putA. 
to G ; sarà dunque GEF un triangolo ; e perciò il 
suo angolo esteriore AEF è maggiore dell’ interiore 
ed opposto EFG . Ma gli è anche uguale , il che 
è impossibile ; quindi le AB , CD prolungate alla 
parte BD , non converranno . Similmente dimo- 
streremo , che neppur convengano alla parte AC . 
Or quelle rette , che nè dall' una , nè dall’ altra 
parte convengono sono parallele ; è dunque AB pa- 
rallela a CD. 

E perciò se una linea retta cadendo sojJra due 
altre linee rette , vi formi gli angoli alterni tra loro 
uguali j quelle due linee rette saranno parallele C.B.D. 
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PROPOSIZIONE XXVIII. 



teorema. 

Se una linea retta cadendo sopra due altre linee 
rette , vi formi t angolo esteriore uguale alli inte- 
riore 1 ed opposto dalla parte stessa , o gV inte- 
riori dalla medesima parte uguali a due retti \ quel- 
le due linee rette saranno parallele . 

Nelle due lineerette AB , CD cadendovi la linea ret- 
ta EF , formi r angolo esteriore EGB uguale all’ 
interiore , ed oppòsto dalla parte Stessa GHD ; 
o^gl’ interiori , dalla medesima parte BGII , GHD 
uguali a due retti ; dico che AB sia parallela a 

CD. 

Poiché r angolo EGB è uguale all’ altro GIID , 
ed EGB ó pure uguale ad AGH , sarà anclie AGH 
uguale a GHD. Ma questi sono alterni ; dunque 
AB è parallela a CD * . 

Similmente poiché gli angoli BGH , GHD sono 
uguali a due retti , e gli altri AGH , BGH sono 
pure uguali a due retti ; saranno gli angoli AGH > 
BGH uguali agli altri BGH , GHD •, se ne tolga di 
comune 1' angolo BGH , sarà il rimanente AGH u- 
guale al rimanente GHD . Ma questi sono alterni j 
dunque AB é parallela a CD. 

E perciò se una linea retta cadendo sopra due altre 
linee rette, vi formi l’angolo esteriore uguale all’interio- 
re , ed opposto dalla parte stessa , o gl’ interiori alla 

3 
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medesima parte uguali a due retti ; quelle due lìnee 
rette saranno parallele . C.B.D. 

PROPOSIZIONE. XXIX. 
teorema. 

Se una lìnea retta cada sopra due l\nee rette 
parallele , vi formerà gli angoli alterni ugnali tra, 
loro , i angolo esteriore uguale alt interiore , ed op- 
posto dalla stessa parte , e gl' interiori dalla parte 
medesima uguali a due retti . 

Cada la linea l’etta EF sulle lince rette parallele 
AB, CD; dico elle essa vi formerà gli angoli alterni 
agii, GHD ugnali tra loro, l'esteriore EGB ugua- 
le all'interiore , ed opposto, dalla stessa parte GUO, 
e gl' interiori BGII , GllD dalla medesima parte 
uguali a due retti . 

Imperocché se AGII non è uguale a GHD ; un 
di essi è il maggiore , sia AGH il maggiore. E poi- 
ché l’angolo AGH é maggiore dell’altro GHD, vi 
si aggiunga di comune 1’ angolo BGH ; quindi gli 
angoli AGII, BGII sono maggiori degli altri BGH, 
GHD . Ma gli angoli AGH , BGH sono uguali a 
due retti dunque gli altri BGH, GHD sono mino- 
ri di due retti. Or quelle linee rette , che iiitersi'gate da 
un’ altra fanno con questa gli angoli interiori dalla 
stessa parte minori di due retti , prolungate indefinita- 
m'mle dehhono Incontrarsi * ; perciò le lince retti; AB, 
CD in lefinitamente prolungate converranno . Ma noa 
convengono , essendo parallele per supposizione ; non. 
è dunque r angolo AGII disuguale all’ angolo GHD , 
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e perciò gli è uecessarìamente ifguale . È poi 1’ an- 
golo AGH uguale air angolo EGB , dunque an- 
che EGB sarà uguale a GHD ; vi si aggiunga di 
• comune l’angolo BGH , saranno quimli gli angoli EGB^ 

BGII uguali agli angoli BGH , GHD . Ma gli an- 
goli EGB , BGH sono uguali a due retti * ; dunque * p. i3. 
anche gli angoli BGH , GHD saranno uguali a 
due retti . 

Per la qual cosa se una linea retta cada sopra 
due linee rette par|^lelé, vi formerà gli angoli alterni 
uguali tra loro , 1’ angolo esteriore uguale all’ inte- 
riore , ed opposto dalla jiartc stessa , e gl’ interioii 

dalla medesima partS uguali a due retti . C.B.D. 

f' 

t ^ PROPOSIZIONE. XXX. 

r * 

t TEOREMI. 

I . 

Quelle linee rette , che sono parallele ad una 
' stessa linea retta , sono anche parallele tra loro . 

Sia tanto AB , che CD parallela alla stessa EF ; fiS- 
* dico che anche AB sia parallela a CD. 

Cada sopra esse la linea retta GK . E poiché nel- 
le lineerette parallele AB, EF vi cade la linea ret- 
ta GK , 1’ angolo AGH è uguale all'altro GHF * . • p 
Similmente poiché nelle linee rette parallele EF , 

^ CD vi cade la linea retta GK , 1’ angolo GHF é 
uguale all’ altro GKD . * Ma si è ancota dimostrato ^ 
r angolo AGK uguale all’angolo GHF; quindi sarà 
I pure AGK uguale a GKD -, sono essi alterni; dun- 
que AB è parallela a CD . 
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E perciò quelle «linee rette , che sono parallele 
ad una stessa linea retta , sono anche parallele 
ti'a loro C.B.D. 

PROPOSIZIONE XXX.I. 

PROBLEMA. 

\ 

Per un dato punto , ad una data linea retta 
condurre una parallela. ^ 

fig. 3i. Sia A il punto dato, e BC la linea retta data ; 

fa d’ uopo per lo punto A couilurrc una parallela 
alla lìnea retta BC . 

Si prenda nella BC un punto D ad arbitrio , 
ed uniscasi AD ; poi si costituisca alla linea retta 
DA , ed al punto A in essa 1’ angolo DAE uguale 
, all altro ADC * ^ e si prolunghi EA in F . 

^ E poiché nelle due linee rette BC , EF vi cade 

la linea retta AD , e fa gli angoli alterni EAD , 
ADC tra loro uguali , EF dovrà essere parallela a 
* p. 27. BC * 

Quindi perle dato punto A, alla data linea retta 
BC si é tirata la parallela EAF . C.B.i'. 
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PROPOSIZIONE XXXII. 
teorema. 

In ogni triangolo se si prolunghi uno de' suoi latii 
r angolo esteriore è uguale ai due interiori , ed op~ 
posti : ed i tre angoli interiori del triangolo sono 
’ uguali a due retti . 

Sia il triangolo ABC , ed un lato di esso BC sì fig- 52. 
prolunghi in D ; dico che 1’ angolo esteriore ACD 
sia uguale ai due interiori , ed opposti CAB , ABC-, 
e che i tre angoli interiori ABC , BCA , CAB del 
triangolo sieno uguali a due retti . 

Si tiri per lo punto C , alla linea retta AB la 
parallela CE * . E poiché AB è parallela a * P< 

CE , ed in esse vi cade AC , gli angoli alterni 
BAC , ACE sono uguali tra loro * . Similmente * p. sg. 
poiché AB é parallela a CE , e vi cade in es- , 

se BD , r angolo esteriore ECD è uguale all’ in- 
teriore , ed opposto ABC * . Ma si è dimostrato ♦ p. ag, 
ACE uguale a BAC ; perciò tutto 1’ angolo esterio- 
re ACD è uguale ai due interiori , ed opposti BAC 
ABC. 

Or vi si aggiunga di comune 1' angolo ACB ; sa- 
ranno i due angoli ACD , ACB uguali ai tre angoli 
ABC, BCA, CAB. Ma i due angoli ACD , ACB 
sono uguali a due retti : dunque anche ì tre ACB, 

CBA , BAC sono hguali a due retti . 

Quindi in ogni triangolo se si prolunghi uno dei 
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suoi lati , r angolo esteriore è uguale ai due interio- 
ri , ed opposti ; ed i ti-e angoli interiori del tri- 
angolo sono uguali a due retti . C.C.D. 

PROPOSIZIONE. XXXIII. 

T K O H E M A. 

Le linee rette , le quali corn^iungono V estremi- 
tà di due altre linee rette uguali , e parallele^ verso 
la stessa parte sono ancor esse uguali , e paral- 
lele. 

fig, 53. Sicno uguali , e parallele le linee rette AB , CD, 
e le congiun'ano verso la p.irte stessa le altre linee 
rette AC , BD ; dico che queste AC , BD sono an- 
cor esse uguali , c parallele. ^ 

Si unisca BC . E poiché AB è parallela a 
CD , ed in esse vi cade BG , gli angoli alter- 
* p. 29 . ni ABC, BCD sono uguali* . Per la qualcosa essendo 
AB uguale a CD , e BC comune , le due AB , BG 
sono uguali alle due BC ,CD , ciascuna a ciascuna ; ed 
è aiu'hc r angolo ABC uguale all’ angolo BCD ; 
dunque la base AC è uguale alla Base BD , il tri- 
angolo ABC è uguale al triangolo BCD , ed i ri- 
manenti angoli sono uguali ai rimanenti angoli , cia- 
scuno a ciascuno , cioè quelli che sono sottesi dai 
lati uguali . Quindi 1’ angolo ACB è uguale all’ an- 
golo CBD. E poiché nelle due lince rette AC , BD vi 
cade la linea retta BC , e fa uguali tra loro gli angoli al- 
terni ACB , CBD , AC sarà paitillcla a BD . Ma 
le si è pure dIxuostraU uguale. 
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Dunque le liiioe rette le quali congiungono l’e- 
Stremità di due altre linee rette uguali , e paral- 
lele , verso la stessa parte , sono ancor esse uguali j 
e parallele . C.B.D. 

PROPOSIZIONE. XXXIV. 
teorema. 

I lati , e gli angoli opposti di ogni parallelo- 
grammo sono uguali tra loro ; ed il diametro o di- 
vide per metà . 

N. B. La voce parallelogrammo è stata adottata 
da Euclide , per dinotare una figura quadrilatera , che 
ha gli opposti lati paralleli . 

Sia il parallelogrammo ACDB, e BC il suo dia- 
metro : dico che di un tal parallelogrammo i lati 
opposti , e gli angeli opposti sono uguali tra loro , 
C che il diametro BG lo divide per metà 

E poiché AB è parallela a CD , e cade in 
esse la linea retta BC , gli angoli alterni ABC , 
BCD sono tra di loro uguali * ; similmente poiché 
AC é parallela a BD , e cade in esse BC , gli 
angoli alterni ACB , CBD sono pure tra di lo- 
ro uguali . Quindi sono ABC , CBD due triango- 
li , i quali hanno due ang >li ABC , BCA uguali 
ai due altri angoli BCD , CBD , ciascuno a ciascuno, ed 
un lato uguale aduniate, quello ch'é adjacente agli 
angoli uguali , cioè BG , eh’ è comune ad entramhi; 
dunque avranno i rimanenti lati uguali al rima- 
nenti iati ciascuno , a ciascuno ed il terzo angolo 
uguale al terzo angolo : ]ierciò il lato AB è ugua- 
le al lato CD, il lato AC al lato BD ; e 1’ angolo 
PAC ajr angolo BCD , £ poiché 1’ angolo ABC « u- 
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guale all’ altro BCD , e 1’ angolo CBD all’ angolo 
ACB -, sarà tutto 1’ angolo ABD uguale a tutto 
l'altro ACD . Ma si è pure dimostrato 1’ angolo 
BAC uguale all’ angolo BDC . Dunque i lati , e gli 
angoli opposti di ogni parallelogrammo sono ugitali 
tra loro . 

Dico anche , che il diametro lo divide per metà. 
Poiché essendo AB uguali* a CD , e BC comune, 
sono le «Ine AB , BC uguali alle due DC , CB , cia- 
scuna a ciascuna . Ma 1’ angolo ABC è uguale all’ an- 
golo BCD ; dunque il triangolo ABC sarà uguale al 
* p. 4- triangolo BCD*; e perciò il diametro BC^divideper 
metà il parallelogrammo ACDB . C.B.D. 

PROPOSIZIONE XXXV. 

TEOREMA,* 

l parallelogrammi costituiti sopra la stessa ba- 
se , e tra le medesime parallele , sono uguali tra loro 

fig. 35. Sieno i parallelogrammi ABCD , EBCF costituiti 
sopra la stessa base BC , e tra le medesime parallele 
AF , BC ; dico che il parallelogrammo ABCD sia 
uguale al parallelogrammo EBCF . 

E poiché ABCD é uii parallelogrammo , AD é iigua- 
♦ p. 54 le a BC * , e per la stessa ragione EF é uguale a 
BC ; quindi AD sarà uguale ad EF : é poi DE comu- 
ne \ dunque tutta AE é uguale a tutta DF . Ma è 
anche AB uguale a DC : quindi le due EA , AB so- 
no uguali alle dueFD, DC , ciascuna a cia.scuna ; è 
poi l’angolo esteriore FDG uguale all’interiore , ed- 
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opposto EAB ; dunque il tiiangolo EAB è uguale 
al triangolo FDC . Or se ne tolga di comune il tri- 
angolo DGE , sarà il rimanente trapezio ABGD u" 
guale al rimanente trapezio EGCF ; e perciò sé \i 
si aggiunga di comune il triangolo GBC , sarà tut- 
to il parallelogrammo ABCD uguale a tutto il pa- 
rallelogrammo EBCF . 

Laonde i parallelogrammi costituiti sopra la stessa 
base , e tra le medesime parallele , sono uguali 
tra loro . C.B.D. 

PROPOSIZIONE XXXVI. 

^ teorema. 

I parallelogrammi costituiti sopra uguali basi , 
c tra le medesime parallele , sono uguali tra loro. 

Sieno i parallelogrammi ABCD , EFGH costituiti 
sopra le uguali basi BC , FG , e tra le medesime paral- 
lele BG , AH ; dico che il parallelogrammo ABCD 
sia uguale al parallelogrammo EFGH. 

Si congiungano le ÉE , CH. E poiché BC è ugua- 
le ad FG, ed FG ad EH , sarà BC uguale ad EH ; sono 
poi parallele , e congiunte Verso la medesima parte 
dalle lince rette BE , CH . Ma quelle , che con- 
giungono le uguali , e parallele, verso la stes.sa par- 
te , sono uguali , e parallele : dunque EB , e CH 
sono uguali , c parallele * 5 e perciò EBCH è un 
parallelogrammo-, ed è inoltre uguale al parallelogram- 
mo ABCD , poiché ha con questo la stessa base BC , ed 
é costituito tra le medesime parallele BC, ed AH. * Per 



fig. 56. 



* p. 53. 

* p. S5. 
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* p. 35. 
» p. 34 . 

* a- 7- 



]a stessa ragione anche il parallelogrammo EFGH 
è uguale allo stesso parai Idograinmo EBCH quin- 

di il parallelogrammo ABCD é uguale al pralle- 
lograinuio EFGH . 

E perciò i parallelogrammi costituiti sopra ugua- 
li basi , c tra le medesime parallele , sono uguali Ira 

loro. C.B.D. 

PROPOSIZIONE. XXXVII. 

TEOREMA. 

/ triangoli costituiti sopra le base stessa , e tra le 
medesime parallele , sono uguali tra Wro . 

Siene i triangoli ABC , DBG costituiti sopra la stes- 
sa base BC , e tra le medesime parallele AD , BC ; 
dico che il triangolo ABC sia uguale al triangolo 

DBG. 

Si prolunghi AD dall’ una , e dall’ altra parte 
■verso E , ed F 5 ed indi per B si tiri a CA la 
parallela BE , e per C a BD la parallela CF . E 
perciò ciascuna di (Queste Ggure EBGA , DBCF èuu 
parallelogrammo . E poi EBCA uguale a DBCF , 
essendo parallelogrammi sopra la stessa base BC , e 
tra le medesime parallele BC , EF * ; ed il trian- 
golo ABC è metà del parallelogrammo EBCA , 
giacché questo è diviso per metà dal diametro AB *: 
siccome parimente il triangolo DBC è metà del pa- 
rallelogrammo DBCF , perciocché anche questo è di- 
viso per metà dal diametro DC . Or le metà di 
grandezze uguali sono tra loro uguali * ; dunque 
il Uiaugolo ABC tè uguale al triangolo DBG. 



T 
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E perciò i triangoli coatituiti sopra la base Stessa ^ 
e tra le medesime parallele , sono uguali tra loro 



C.B.D. 



PROPOSIZIONE XXXVIII. 

TEOREMA. 

/ triangoli costituiti sopra basi uguali , e tra 
le medesime parallele , sonò uguali tra loro . • 

Sieno i triangoli ABC , DEF costituiti sopra le u- 
guali basiBC , EF, e tra le medesime parallele BF^ 
AD ; dico che il triangolo ABC sia uguale al tri- 
angolo DEF . 

Imperciocché si prolunghi AD dall’ una , e 
dall’ altra parte nei punti G , ed H ; indi si con- 
duca per B a CA la parallela BG , e per F la FH 
parallela a DE . È quindi un parallelogrammo 
ciascuna di qneste figure GBCA , DEFH ; ed 
è poi il parallelograninio GBCA uguale al paral- 
lelogrammo DEFH , poiché ‘sono sopra le basi u- 
guali BC , EF , e tra le medesime parallele BF , GII * ; 
ed il triangolo ABC é metà del parallelogrammo 
GBCA , giacché il diametro AB lo divide per 
metà ; siccome parimente il triangolo DEF è 
metà del parallelogrammo DEFH , perciocché anche 
il diametro DF lo divide per metà. Or quelle grandez- 
ze , che sono metà di altre ugnali , sono uguali tra 
loro ; è dunque il triangolo ABC uguale al trian- 
golo DEF . 

£ perciò i triangoli costituiti sopra basi uguali , 



Jlg. 38, 



» p. S6, 
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e tra le medesime parallele , sono uguali tra loro 

C.B.D. 



PROPOSIZIONE XXXIX. 



teorema. 

I triangoli uguali costituiti sopra la stessa bar 
se , e verso la parte stessa , sono anche tra le mg- 
desime parallele. 



fii- ^9- Sieno i triangoli uguali ABC, DBG costituiti sopra 
la stessa l>ase BC , e verso la parte stessa : dico , 
che AD sia parallela a BC. 

Poiché , se non l’ è parallela ; si tiri dal punto A 

* p. 3i. a BC la parallela AE * , e si unisca EC ; è 

dunque il triangolo ABC uguale al triangolo EBC , 
essendo costituiti sopra la stessa base BC , e tra le 

* p. 57 . medesime parallele BC,AE * . Ma il triangolo ABC 

è uguale all'altro DBC ; dunque il triangolo DBG è 
anche uguale al triangolo EBC ; cioè il maggiore al 
minore, il che è impossibile . Non è dunque AE 
parallela a BC . Dell’ istcssa maniera si può di- 
mostrare , che niun’ altra lo sia , oltre AD ; per- 
ciò AD è parallela a BC. 

Per la qual cosa i triangoli uguali costituiti sopra 
la base stessa , e verso la jiarte stessa , sono anche 
tra le medesime parallele. C.B.D. 



DI Euclide. 
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PROPOSIZIONE XL. 

TEOREMI. * 

/ triangoli uguali costituiti sopra uguali ba- 
si , poste per drillo , e verso la parte stessa , sono 
anche tra le fUedesime parallele. 

SIcno gli uguali triangoli ABC CDE costituiti Jlg, 4 ». 
sopra le uguali basi BC , CE , poste per dritto , 
e verso la parte stessa ; dico che sieno anche tra 
le medesime parallele ; cioè che congiunta AD , deb- 
ba questa esser parallela a BE. 

Imperciocché se non l' è parallela , si tiri per A 
la AF parallela a BE * , e si unisca EF . È * p. 3i. 
dunque il triangolo ABC uguale al triangolo FCE, 
essendo essi costituiti sopra uguali basi , e tra le mede- 
sime parallele BE , AF * . Ma il triangolo ABC è * p. 38. 
uguale al triangolo DCE; dunque il triangolo DCE 
sar.à uguale al triangolo FCE ; cioè il maggiore al 
minore , il che è impossibile . Non è dunque AF’ 
parallela a BE . Dell’ istessa maniera si può dL 
mostrare , che veruu’ altra lo sia , oltre AD 5 per- 
ciò AD è parallela a BE. 

Per la qual cosa i triangoli uguali costituiti so- 
pra uguali basi , poste per dritto , e verso la parte 
stessa, sono anche tra le medesime parallele. C.B.D. 
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PROPOSIZIONE XLI. 

• Teorema. 

Se un parallelogrammo , ed un triangolo sìeno 
sopra la stessa base , e tra le medesime parallele j il 
parallelogrammo sarà doppio del triangolo. 

U 4>. Siene il parallelogrammo ABCD , ed il triangolo 
EBC costituiti sopra la stessa base BG , c tra le 
medesime parallele BC , AE ; dico che il paralle- 
logrammo ABCU sia doppio del triangolo EBC. 

Imperciocché , congiunta AC , sai'à il triango- 
lo ABC uguale al triangolo EBC , essendo essi co- 
stituiti sopra la stessa base BC , e tra le medesime 

• p. Sy. parallele BC , AE *. Ma il parallelogrammo ABCD 

è doppio del triangolo ABC -, perciocché il diametro 

• p. 5J. AC lo divide per metà * ; dunque lo stesso ABCD 

• a. 6. anche doppio del triangolo EBC * . 

E perciò se un parallelogrammo , ed un triango- 
lo sieno sopra la stessa base , e tra le medesime pa- 
rallele , il parallelogrammo sax'à doppio del U'iango- 
lo. C.B.D. 
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PROPOSIZIONE XLII. 
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Problema. 

Descrivere un parallelogrammo , che sia uguale 
ad un dato triangolo , ed qbbia uno de' suoi ango- 
li uguale ad un dato angolo rettilineo. 

• . 

Sia ciato il triangolo ABC , e l’angolo rettilineo D; Jig. 
fa d’uopo descrivere un pai-allelogrammo , che sia 
uguale al dato triangolo ABC , e che abbia uno de’ 
suoi angoli uguale al dato D. 

Si divida BC per metà in E, ed unita AE , si 
costituisca alla linea retta EC , ed al punto E in 
essa l’angolo CEF uguale all’altro D*; poi per A si * p. aS. 
tiri AG parallela ad EC , e per C , CG parallela 
ad FE * ; sarà quindi un parallelogranyno la li- ♦ p. Zi. 
gura FECG. 

E poiché BE è uguale ad EC , sarà anche il 
triangolo ADE uguale all'altro AEC ; essendo essi so- 
pra le uguali basi BE , EC , e tra le medesime pa- 
rallele BC , AG * . Quindi il triangolo ABC è dop- * p. 38. 
pio dell’ altro AEC . Ma è poi anche il parallelo- 
grammo FECG doppio del triangolo AEC ; essendo 
entrambi sulla stessa base , e tra le medesime pa- 
rallele *; dunque il parallelogrammo FECG è ugua- • p. 
le al triangolo ABC , ed ha 1’ angolo CEF uguale 
all’ angolo dato D. 

Per la qual cosa è stato descritto il parallelo- 
grammo FECG uguale al dato triangolo ABC , ed 
avente uno de’ suoi angoli CEF uguale al dato an- 
golo D. C.B.D. 
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PROPOSIZIONE XLIII. 

TEOREMA. 

In ogni parallelogrammo 1 i complementi di quel- 
li parallelogrammi^ che sono intorno al diametro , io- 
no uguali tra loro. 

Sia il parallelogrammo ABCD , ed AG il suo dia- 
metro ; ed intorno ad AC vi sieno i parallelogram- 
mi EH , FG , e gli altri , die diconsi complementi 
sieno BK , KD ; dico die il complemento BK sia 
uguale air altro KD. 

Imperciocché essendo ABCD un parallelogram- 
mo , ed AC il suo diametro , il triangolo ABC è 
uguale al triangolo ADC * . E similmente essendo 
EKH A ui^ parallelogrammo , ed AR il suo diametro- 
il triangolo AEK è uguale al triangolo AHK . Per 
r istcssa ragione anche il triangolo KGC è uguale 
all’ altro KFC . Essendo dunque il triangolo AEK. 
uguale al triangolo AHK, ed il triangolo KGC al- 
1’ altro KFC , sarà il triangolo AEK insieme col 
triangolo KGC uguale al triangolo AHK insieme 
coir altro KFC . Ma è poi tutto il triangolo ABC 
uguale a tutto 1’ altro ADC . Dunque il rimanente 
complemento BK è uguale al rimanente complemen- 
to KD. 

Quindi i complementi dei paraUelogrammì , che 
sono intorno al diametro d’ ogni parallelogrammo , 
sono uguali tra loro. C.B.D. 
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PROPOSIZIONE XLIV. 

P B. O BI^E M A. 

Ad una data linea retta applicare un paralle- 
logrammo , che sia uguale ad un dato triangolo , ed 
abbia uno de' suoi angoli uguale ad un dato an- 
golo rettilineo . 

Sia AB la linea retta data , C il triangolo dato , fig- 44- 
e D il dato angolo rettilineo ; fa d' uopo applicare 
alla data linea retta AB un parallelogrammo ugua- 
le al dato triangolo C , ed avente un angolo ugua- 
le al dato D . 

Si descriva il parallelogrammo BEFG uguale al 
triangolo C , che abbia 1' angolo EBG uguale all’an- 
golo D * e pongasi BE per dritto con AB ; indi si * P- 4*< 
prolunghi FG in H , e poi per A si tiri AH paral- 
lela a BG , o EF * , e si congiunga BH . * E poi- • p. 3i; 
cbè la linea retta HF cade nelle parallele AH , EF , 
gli angoli AHF , HFE sono insieme presi uguali a due 
retti * ; e perciò gli altri BHG , GFE sono mino- * p. ag. 
re di due retti . Ma se due linee rette segate da 
una terza fanno con questa gli angoli interiori dal- 
la stessa parte minori di due retti , prolungate in- 
debuitamente debbono incontrarsi * , dunque le HB, * a. 5. 
FE prolungate s’ incontreranno . Si prolunghino , e 
s’ incontrino in K ; e per K si tiri KL parallela ad 
EA , o FH , e si prolunghino pure le AH , GB sino 
ai punti L , M . E poiché HLKF è un parallelo- 
grammo , di cui u’ è diametro HK j ed intorno ad 

4 
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HK vi sono i parallelogrammi AG , ME , ed LB , BF 
• p. 43 sono i complementi ; perciò LB è uguale a BF * . Ma 
è poi BF uguale al triangolo C , sarà quindi anche 
LB uguale al triangolo C . E poiché l’angolo GBE è 

• p. l5. uguale all’altro ABM *; ed è poi esso GBE ugua- 

le all’angolo D‘, sarà anche l’angolo ABM uguale 
all' angolo D , 

Quindi ad una data linea retta AB si è applica- 
to il parallelogrammo LB uguale al dato triangolo 
C , e che ha uno de’ suoi angoli uguale al dato 
angolo rettilineo D.C.B.F. 

PROPOSIZIONE XLV. 

Problema. 

Descrivere un parallelogrammo uguale ad una 
data figura rettilinea , ed avente un angolo uguale 
ad un dato angolo rettilineo . 

H 4'5- Sia ABCD la data figura rettilinea , ed È il da- 
to angolo rettilineo ; fa d’ uopo descrivere un pa- 
rellelogrammo uguale ad ABCD , ed avente un an- 
golo uguale ad E . 

Si unisca DB , e poi si descriva il parallelogram- 
mo FH uguale al triangolo ADB , avente 1’ angolo 

* p. HKF uguale all’ angolo E * ; indi si applichi alla 

linea retta GH il parallelogrammo GM uguale al 
triangolo DBG , ed avente 1’ angolo GHM uguale 
p. 44- angolo E * . 

E poiché r angolo E è uguale a ciascuno degli 
angoli HKF, GHM -, sarà anche 1’ angolo HKF ugua-, 
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DI Euclide 

le air altro GHM : vi si aggiunga 
gole KHGj e saranno gli 



Si LiL. 1. 



angoli 



dì comune 1’ an-* 
FKH , KHG u- 






guali agli ang-oli KHG, GHM. Ma gli angoli FKH, 
KHG sono uguali a due retti *j dunque anche gli 
. altri KHG , GHM saranno uguali a due retti . E 
poiché nella linea retta GH , ed al punto H in es- 
. sa le due linee rette KH, HM , alle parti opposte 
della GH, formano gli angoli adjacenti uguali a due 
^ retti 5 perciò KH è per dritto con HM * . E per- 
chè nelle parallele KM, FG vi cade la linea retta 
HG , gli angoli alterni MHG , HGF sono uguali *: 
vi si aggiunga di comune 1’ angolo HGL ; e saraii- 
i no gli angoli MHG , HGL uguali agli altri HGF, 
HGL . Ma gli angoli MHG , HGL sono uguali a 
due rettij perciò anche gli angoli HGF , HGL sa- 
ranno uguali a due retti : quindi FG sarà per 
dritto don GL *. Or poiché KF è uguale, e paral- 
lela ad HG , come pure HG ad ML; sarà KF u- 
uguale, e parallela ad MLì *. Ma sono anche paral- 
lele le KM , FL j dunque la figura KMLF è un 
parallelogrammo . Ed essendo il triangolo ABD u- 
. gualcai parallelogrammo HF , ed il triangolo HOC 
al parallelogrammo GM ; sarà tutto il rettilineo 
ABCD uguale a tutto il parallelogrammo KFLM, 
Quindi si è descritto il parallelogrammo KFLM 
uguale alla data figura i-etlilinea ABCD , ed avente 
l’angolo FKM uguale al dato angolo rettilineo E. 
„ C. B. F. 

Cor . Dalle cose già dette è manifesto , in qual 
modo si possa applicare ad una data linea retta un 
parallelogrammo uguale ad un dato rettilineo , in 
un angolo rettilineo uguale ad un angolo dato. Poi- 
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■ clic è tliiaro , die si otterrà ciò die si diinancla , ap- 
plicaiido alla data linea retta un jinrallelogranima 
uguale al primo triangolo ABD , cJ avente un ao- ■ 
golo uguale al dato. 

^s'-* . - “ ' 't , D 
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PROPOSIZIONE XLVI. 



TEORE MA. 

. > 



Descrivere il quadrato sopra una linea retta data. 




fS- 



*.P- 






*. P- 

L 

* P- 



Sia data la linea retta AB: fa d’ uopo descri- 
vere sopra essa il quadralo . 

Si tiri alla linea retta AB, dal punto A dato in 
essa , la pcrjiendicolaro AC , e si ponga AI) uguale 
ad AB ; poi per lo punto D si tiri DE parallela ad 
AB , c per B similmente si tiri BE parallela ad AD. 
1'] diimpie la figura ADEB un parallelogrammo 5 
34> e pei’ciò AB è uguale a DE , ed AD a BE * . Ma 
anche BA è uguale ad AD ; dunque le quattro li- 
nee rette BA , AD, DE, EB sono uguali tra loro-, 
e perciò il parallelogrammo ADEB è equilatero . 

Dico die sìa anche rettangolo . Poiché nelle pa- 
rallele AB , DE ri cade la linea retta AD ; gli an- 
goli BAD, ADE sono uguali a due retti * . Ma 
r angolo BAD è retto; dunque anche 1’ angolo ADE 
sarà retto . Or gli angoli opposti dei parallolograin- 
mi sono uguali *; perciò ciascuno degli angoli ABE, 
BEI) , che sono rispettivamente opposti ai prece- 
denti , sarà retto . Per la qual rosa la figura ABED 
è un rettangolo . Ma è stata anche dimostrata cqui- 
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lai era ; dunque essa è un quadralo * , ed c d< 



scritto sopra la data linea j-etta AB . C.B.F, 
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PROPOSIZIONE XLVII. 



T E O il E H À. 



In ogni triangolo rettangolo , il quadrato , ch'è 
'descritto sopra il lato , che sottende V angolo ret- 
to è uguale ai quadrati , che si descrivono sopra 
i lati , che contengono questo stesso angolo . 

Sia il triangolo rettangolo ABC , che ha retto 
r angolo BAC ; dico che il quadrato descritto sopra ■' 
il Iato BC , sia uguale ai quadrati descritti sopra 
gli altri lati BA , AC . 

Sopra BC si descriva il quadrato BDEC * , e so- * p. 
pra BA , AC gli altri quadrati GB , HC ; per A si 
tiri AL parallela a BD, o CE , e si uniscano le AD, 

FC . E poiché è retto ciascuno degli angoli BAC , 

BAG; perciò al punto A nella linea retta AB , le 
due altre linee rette AC , AG alle parti opposte di 
quella , vi fanno gli adj acanti angoli BAC , BAG 
insieme uguali a due retti ; è dunque CA per drit- 
to con AG * ; e per la stessa ragione è pure AB per * p. 
dritto con AH . Or essendo 1’ angolo DBC uguale 
all’angolo FBA, perchè ciascuno di essi è retto; vi 
si aggiunga di comune 1’ angolo ABC , e sarà tutto 
r angolo DBA uguale a tutto l'angolo FBC. Quin- 
di essendo le due AB,BD uguali alle due FB,BC, 
ciascuna a ciascuna, e l’angolo DBA uguale all’au- 
golo FBC , sarà anche la base AD uguale alla base 
FC , ed il triangolo ABD uguale al triangolo FBC*. • p_ ^ 
Ma il parallelogrammo BL è doppio del triangolo 
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ABD , perciocché hanno la stessa base BD , e sono 
* p. 4*. tra le medesime parallele BD , AL * ; ed il quadra» 
to GB è pure doppio del triangolo FBC, perciocché 
anch’ essi sono sopra la stessa base FB , e tra 
le medesime parallele FB , GC. Or quelle grandez- 
ze , che sono doppie di altre grandezze uguali , so- 
» j g no altresì uguali tra loro * : dunque il parallelograiiìl- 
mo BL è uguale al quadrato GB . Dell’ istessa ma- 
niera , unite le AE , BK , si dimostrerà anche 0 pa- 
rallelogrammo GL uguale al quadrato HC : quindi 
tutto il quadrato DBCE è uguale ai due quadrati 
GB, HC . Ma il quadrato DBCE è descritto sopra 
la linea retta BC , ed i quadrali GB , HC sopra le 
AB , AC ; dunque il quadrato BE descritto sopra 
il lato BC è uguale ai quadrati , che descrivonsi 
sopra i lati BA , AC. 

E perciò in ogni triangolo rettangolo , il quadra- 
to eh’ é descritto sopra il lato , che sottende l’an- 
golo retto è uguale ai quadrati , che si descrivono 
sopra i lati, che contengono questo stesso angolo. 

C.B.D. 

PROPOSIZIONE XLVIII. 

Teorema. 



Se il quadrato descritto sopra uno dei lati di 
un triangolo sia uguale ai quadrati descritti sopra 
gli altri due lati del medesimo ; V angolo contenuto 
da questi due lati sarà retto. 



)%r.43. 



Nel triangolo ABC sia il quadrato del lato BG 
uguale ai quadrati degli altri due lati BA , AG | 
dico che r angolo BAC sia retto . 



\ 
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Imperocché , conducasi dal punto A ad AC la 
perpendicolare AD * ^ si ponga poi AD uguale a BA , * 
e si unisca DC . È poiché DA è uguale ad AB ^ 
sarà anche il quadralo di DA (*) uguale al qua- 
drato di AB ; vi si aggiunga di comune il quadrato 
di CA , e saranno i quadrati di DA , e di AC uguali ai 
quadrati di BA , e di AC . Ma il quadrato di 
DC è uguale al quadrati di DA , e di AC , 
essendo retto 1’ angolo DAC * ; ed il quadrato * p* 47* 
di BC è uguale per supposizione ai quadrati di 
BA , e di AC ; perciò il quadrato di DC é uguale 
a quello di BC ; e quindi il lato DC è uguale al 
lato CB . E poiché DA è uguale ad AB , ed AC è 
comune , saranno le due DA , AC uguali alle altre 
due BA , AC . Ma la base DC è ugudle alla base 
CB ; dunque 1’ angolo DAC è uguale all’ angolo 
BAC * . Or 1’ angolo DAC è retto ; quindi anche ^ g 
r altro BAC sarà retto . 

E perciò se il quadrato descritto sopra uno dei 
lati di un triangolo sia uguale ai quadrati descrit- 
ti sopra gli altri due lati del medesimo j 1’ angolo 
contenuto da questi due lati sarà retto . C.B.D. 

(*) N.B. In appresso spesso invece di dire 
il quadrato, che si descrive sopra hi linéa retta AB ; 
si db'à per brevità il quadrato di AB 

FINE DEL PREMO LIBRO . 
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IL SECONDO LIBRO 

DEGLI 

ELEMENTI DI EUCLIDE 



DEFINIZIONI 



I. Ogni parallelogrammo rettangolo dicesi core- 
tenuto da quelle due linee rette , che comprendono 
uno de’ suoi angoli retti . 

II. In ogni parallelogrammo ciascuno di quei pa- 
rallelogrammi, che sono intorno al diametro di esso, 
insieme coi due complementi , si chiami gnomone . 

PROPOSIZIONE I. 



TEOREMA. 

Se vi sieno due linee rette , ed una di esse 
sia divisa in un qualunque numero di parti , V altra 
non sia divisa ; il rettangolo contenuto da tali due 
linee rette è uguale a quei rettangoli , che conten- 
gonsi dalla linea retta non divisa , e da ciascuna par^ 
te della divisa . 

fiS‘ 49- Sieno le due linee rette A , e*BC; e BC sia di- 
visa comunque nei punti D , £ : dico che U reUan- 
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{;oIo contenuto dalle linee rette À, e 6C , sia uguale ai 
rettangoli contenuti da A , e BD ; da A , e DE ; e 
da A , ed EC presi insieme . 

Dal punto B si tiri BF perpendicolare a BC , e * * ii. I 
pongasi BG uguale ad A ; poi per G si tiri GH 
parallela a BC , e per D , E , C si conducano 
pure le DK , EL , CIT parallele a BG * . Ciò posto * 3i. I 
il rettangolo BH è uguale ai rettangoli BK , DL, 

EH . Or il rettangolo BH è per 1’ appunto quello , 
eh’ è contenuto da A , e BC , poiché esso è conte- . 
unto da CB , BG, e BG è uguale ad A ; del 
pari ancora il rettangolo BK è quello , ch’è conte- 
nuto da A , e BD , poiché é contenuto da GB , e 
BD delle quali GB é uguale ad A ; similmente il 
rettangolo DL é quello , eh’ é contenuto da A , e 
DE , poiché DR ossia BG é uguale ad A ; final- 
mente il rettangolo EH é quello , eh’ ^é contenuto 
da A , ed EC . Per la qual cosa il rettangolo con- 
tenuto da A , e BC é uguale ai rettangoli conte- 
nuti da A , e BD ; da A , e DE ; e da A , ed EC 
presi insieme . 

E perciò se vi sierio due linee rette, ed una di 
esse sia divisa in qualunque numero di parti , l’al- 
tro non sia divisa ; il rettangolo contenuto da ta- 
li due linee rette , é uguale a quei rettangoli , che 
contengonsi dalla linea retta non divisa , e da cia- 
scuna parte della divisa . C.B.D. 
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fig. 5o. 

» 46. I 
» 3i. I 



PROPOSIZIONE. IL 

T EOREMA. 

Se una linea retta sia comunque divisa ; i ret- 
tangoli contenuti dalla tutta , e da ciascuna delle 
parti , insieme presi , sono uguali al quadrato deli 
intera linea . 

Sia la linea retta AB comunqne divisa nel punto C: 
dico che i rettangoli contenuti da AB , e BC , e da 
BA , ed AG , insieme presi , sieno uguali al quadrato 
■ di AB . 

Si descriva sopra AB il quadrato ADEB * , e per 
C si tiri CF parallela ad AD , o BE * . 

Ciò posto il rettangolo AE è uguale ai rettango- 
li AF , CE . Or AE è il quadrato di AB ; ed il 
rettangolo AF è contenuto da BA , ed AC , poiché 
è contenuto da DA , ed AC , ed è DA uguale ad AB ; 
e l'altro rettangolo CE è similmente contenuto da AB, e 
BC , essendo BE uguale ad AB . Dunque il rettangolo 
di BA in AC (*) insieme coll’ altro di AB in BC, 
è uguale al quadrato di AB . 

E perciò se una linea retta sia comunque divisa , 
i rettangoli contenuti dalla tutta , e da ciascuna 
delle parti , insieme presi , sono uguali al quadrato 
dell’ intera linea . C.B.D. 

* (*) N. B. Per evitare le frequenti ripetiiloni della vo- 
ce contenuto ; il rettangolo contenuto dalle linee ret- 
te AB , e B C è qualche volta cliiamato semplica- 
ùiente il rettangolo di /iB in B C . 
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• proposizione. III. 



teorema. 

Se una linea retta sia comunque divisa ; il 
tettangolo contenuto dalla tutta , e da una parte 
di essa è uguale al quadrato di questa parte mede- 
sima insieme col rettangolo di ambedue le parti . 

• 

Sia la linea retta AB comunque divisa in C : di- 
to che il rettangolo di AB in BC sia uguale al qua- 
drato di BC insieme col rettangolo di AC in CB . 

Si descriva sopra BC il quadrato CDEB , si 
produca ED in F 5 e per A si tiri AF paralle- 
la a CD , ,0 BE . ■ 

Allora il rettangolo AE è uguale ai rettangoh 
AD , e CE . Or AE è il rettangolo contenuto da 
AB , e BC ; perciocché è contenuto da AB , e BE , 
delle quali BE è uguale a BC ; AD è il rettan- 
golo contenuto da AC , e CB , poiché DC é ugnale 
a CB ; é finalmente DB é il quadrato di BC . Dun- 
que il rettangolo di AB in BC e uguale al qua- 
drato di BC insieme col rettangolo di AC in CB . 

Se dunque una linea retta sia comunque divisa; 
il rettangolo contenuto dalla tutta , e da una parte 
di essa è uguale al quadrato di questa parte mede- 
sima insieme col rettangolo di ambedue le parti . 
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PROPOSIZIONE. IV. 

TEOREMA. 

Se una lìnea retta sia comuntjue divisa ; il qua- 
drato della tutta è uguale ai quadrati delle parti 
insieme col doppio rettangolo contenuto dalle mede- 
sime parti . 

Sia la linea tetta AB comunque divisa in C : 
dico che il quadrato di AB sia uguale ai quadrati 
di AC , e di CB insieme col doppio rettangolo con- 
tenuto da AC , e CB . 

Si descriva sopra AB il quadrato ADEB ; si 
congiunga poi BD , e per C si tiri CGF parallela ad 
AD , o BE ; e per G , HR parallela ad ^AB , o DE. 

Or poiché CF è jiarallela ad AD , e BD cade 
sulle medesime 5 perciò 1’ angolo esteriore BGC è ugua- 
le all' angolo interiore , ed opposto ADB"* . Ma 1’ an- 
golo ADB è uguale all’ angolo ABD ; perciocché 
BA è uguale ad AD , essendo lati di un quadrato * : 
quindi 1’ angolo CGB è uguale all’ angolo GBC , e 
perciò il lato BC è uguale al lato CG . Ma CB è 
altresì uguale a GR , e CG a BR * ; dunque GR è 
uguale a RB ; e perciò il quadrilatero CGRB è 
equilatero . Dico di più che sia anche rettangolo . 
Imperocché essendo CG parallela a BR , e cadendo 
sopra di esse CB , gli angoli RBC , GCB sono 
uguali a due retti . Ma é retto 1’ angolo RBC j 
dunque anche 1’ altro GCB sarà retto : quindi an- 
che retti saranno gli angoli CGR , GRB opposti a 
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quelli * j e perciò la 6gura quaijrilatera CGKB è 
rettangola . Ma si è dimostrata equilatera ; dun-« 
que essa è un quadi’ato , ed è quello di BC. Per la stessa 
ragione HF è il quadrato di HG , o di AC ; sono 
dunque HF , e CK i quadrati di AC , e di BC . 
Or poiché il complemento AG è uguale al comple- 
mento GE , ed AG è il rettangolo contenuto da 
AC , e CB , essendo GC uguale a CB -, perciò EG sarà 
altresì uguale al rettangolo di AC in CB ; quindi i 
rettangoli AG , GE sono uguali al doppio rettan- 
golo di AC in' CB . Sono poi HF , e CK i quadra- 
ti di AC , e di CB ; dunque i quattro parallelo- 
grammi HF , CK , AG , GE sono uguali ai qua- 
drati di AC , e di CB , ed al doppio rettangolo di 
AC in CB . Ma i parallelogrammi HF , CK , AG^ 
GE formano 1’ intera figura ADEB , eh’ è il qua- 
drato di AB ; quindi il quadrato di BA è ugua- 
le ai quadrati di AC , e di CB , ed al doppio ret- 
tangolo di AC in CB . 

h perciò se una linea ietta sia comunque divisa^ 
il quadrato della tutta è uguale ai quadrati delle 
parti insieme col doppio rettangolo contenuto dalle 
medesime parti . C.B.D. 

Cor. Da ciò che si è dimostrato si rileva chiara- 
mente , che nei quadrati , i parallelogra mmi intorno 
al diametro sieno anche quadrati . 
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PROPOSIZIONE V. 



teorema, 



Se una linea retta sia divisa in parti uguali, 
ed in parti disuguali \ il rettangolo delle parti di~ 
suguali della tutta insieme col quadrato della linea 
tra i punti delle sezioni è uguale al quadrata della metà. 

Sia la linea retta AB divisa in parti uguali nel 
punto C, ed in parti disuguali in D : dico che il 
• rettangolo di AD in DB insieme col quadrato di 
CD sia uguale al quadrato di CB. 

Sopra CB si descriva il quadrato CE FB , e si uni- 
sca BE ; poi per D si tiri DHG parallela a CE , o 
BF , e per H similmente si tiri RLM parallela a 
CB , o EF ; e finalmente anche per A si tiri AK. 
parallela a CL , ò BM. 

E poiché il complemento CH è uguale al com- 

* 43. I. plemento HF * •, vi si aggiunga a ciascuno di essi 

DM , e sarà tutto CM uguale a tutto DF. Ma CM è 

* 56 . I. uguale a CK, poiché AC è uguale a CB * j dun- 

que AL sarà uguale a DF ; si aggiunga anche a que- 
sti di comune CH , e sarà tutto AH uguale ad FD , 
e DL . Ma AH è il rettangolo contenuto da AD , e 
‘cor.4.11. db , poiché DH è uguale a DB * ; ed FD , e DL 
formano lo gnomone ONX ; quindi lo gnomone 
ONX è uguale al rettangolo di AD in DB . Or 
anche qui vi si aggiunga di comune LG , eh e u- 
*cor 4 li quadrato di CD*, e sarà lo gnomone ONX. 

insieme col quadrato LG uguale al rettangolo di 
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AD in DB insieme col quadrato di CD . Ma lo 
gnomone ONX, ed il quadrato LG formano tutto il 
quadrato CEFB , eh’ è il quadrato di CB ; perciò 
U rettangolo di AD in DB insieme col quadrato di 
CD è uguale al quadrato di CB. 

Quindi se una linea retta sia divisa in parti u- 
guali , ed in parti disuguali ; il rettangolo contenuto 
dalle parti disuguali della tutta insieme col quadra- 
to della linea tra i punti delle sezioni è uguale al ' 

quadrato della metà. C.B.D. 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA. 

Se una linea retta si divida per metà , e ad es- 
sa si aggiunga per dritto un' altra linea retta ; il 
rettangolo contenuto dalla tutta coll' aggiunta , e 
dall istessa aggiunta insieme col quadrato della me- 
la è uguale al quadrato , che si descrive sopra la 
composta della metà e delT aggiunta , come di una 
linea sola. 

Si divida la linea retta AB per metà nel punto C, Jtg. 54. 
e vi si aggiunga per dritto BD ; dico che il ret- 
tangolo di AD in DB insieme col quadrato di BC 
sia uguale al quadrato di CD, 

Sopra CD si descriva il quadrato CEFD , e si 
unisca DE; si tiri poi per B la parallela BHG a CE, 
o DF , e parimente per H si tiri KLM parallela ad 
AD , o EF ; e finalmente per A si tiri AK. parai- 1 

lela a CL , o DM. 
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E polclié AC è uguale a CB , sarà il rettangolo 

* 56. I. AL uguale al rettangolo CH * . Ma CH è uguale ad 

* 43. I. HF * j dunque AL sarà uguale ad HF . Or si ag- 

giunga a ciascuno di questi CM, e sarà tutto il ret- 
tangolo AM uguale allo gnomone NXO . Ma AM 
è il rettangolo contenuto da AD , e DB , poiché 
DM è uguale a DB ; dunque lo gnomone NXO è 
uguale al rettangolo di AD in DB . Si aggiunga 
similmente a ciascuno di questi la figura LG , eh' è 

* cor.4.11 uguale al quadrato di CB * , e sarà il rettango- 

lo di AD in DB insieme col quadrato di CB ugua- 
le allo gnomone NXO insieme con LG. Ma lo gno- 
mone NXO , ed LG formano l’intera figura CEFD, 
ciré il quadrato di CD : dunque il rettangolo di 
AD in DB insieme col quadrato di CB è uguale al 
quadrato di CD. 

£ perciò se una linea retta si divida per metà ^ e ad 
essa si aggiunga per dritto im’ altra linea retta ; il 
rettangolo contenuto dalla tutta coll’aggiunta, e dal- 
r istessa aggiunta insieme col quadrato della metà 
è uguale al quadrato , che si descrive dalla compo- 
sta della metà , e dell' aggiunta , come di una linea 
sola, C.B.D. 



/ 
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PROPOSIZIONE VII. 

T E O R E M A. 

Se urut linea retta sia divisa comunque •, i due 
quwiruti , uno descritto sopra la tutta , e P altro 
sopra una parte , sono uguali al doppio rettangola 
contenuto dalla tutta, e dalla detta parte insieme col 
quadrato deir altra parte. 

Sia la linea retta AB comunque divisa nel punto jig. 55. 
C : dico che i quadrati di AB , e di BC sieno uguiili 
al doppio rettangolo contenuto da AB, e BC insie- 
me col quadrato di AC. 

Sopra di AB si descriva il quadrato ADEB , e - 

costruiscasi la figura. 

E poiché il rettangolo AG è uguale al rettango^ 

10 GE*, se si aggiunga a ciascuno di essi il quadrato» j, 
CK * , sarà tutto AK, uguale a tutto CE \ e perciò i rei- »cor.4.II» 
taiigoli AK , CE sono il doppio del rettangolo AK. Ma 

i rettangoli AK, CE formano lo gnomone NLiM,ed 

11 quadrato CK ; dunque lo gnomone NLM , ed il 
qiiadi'ato CK saranno il doppio del rettangolo AK. 

Ma è pure il rettangolo di AB in BC, preso due aoI- 
te , doppio di AK , poiché BK è uguale a BG ; 
dunque lo gnomone KLM , ed il quadrato CK sono 
uguali al doppio rettangolo di AB in BC . Or 
ri si aggiunga di comune DG , eh' é il quadra- 
lo di AC , e saranno lo gnomone NLM , ed i 
quadrati BG , e GD uguali al doppio rettangolo di 
AB in BC , ed al quadralo di AC . Ma lo gno- 

5 

<• * ’ * 

/ t 
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mone NLM, cd i quadrati BG , GD formano la fi- 
gura ADEB insieme con CK., e queste sono i qua- 
drati di AB , e di BC ; dunque i quadrati di AB , 
c di BC sono uguali al doppio rettangolo di AB 
in BC insieme col quadrato di AC. 

E perciò se una linea retta sia comunque divisa; 
i due quadrati uno descritto sopra la tutta , e l'al- 
tro sopra una parte sono uguali al doppio rettan- 
golo contenuto dalla tutta , e dalla detta parte in- 
sieme col quadrato dell’ altra parte. C.B.D. 

PROPOSIZIONE Vili. 

T E O R E M A. 

Se una linea retta sia comunque divisa^ il qua- 
druplo rettangolo contenuto dalla tutta , e da una . 
parte insieme col quadrato dellaltra parte è ugua- 
le al quadrato , che si descrive sopra la tutta , e 
la parte predetta , come di una linea sola. 

fig. 56. Sia la linea retta AB divisa comunque in C ; di- 
co che il quadruplo rettangolo contenuto da AB , e 
BC insieme col quadrato di AC sia uguale al qua- 
di’ato , che si descrive sopra le AB , e BC , come 
di una linea sola. 

La linea retta AB si prolunghi sino a D , e si 
ponga BD uguale a CB ; poi si descriva sopra AD 
il quadrato AEFD , e si costruisca la doppia fi- 
gura. 

E poiché CB è uguale a BD , e la stessa CB è uguale n. 

‘ 54- I. OK*,BD a KN, sarà anche GK uguale a KN;esimi!men- 
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le dimostreremo PR uguale ad RO. Or percliè CB 
è uguale a BD , e GK. a KN ; sarA il rettangolo 
CK uguale al rettangolo RD , ed il rettangolo GR 
uguale air altro RN * . Ma CR è uguale ad RN,* 56. I. 
coinecliè sono complementi del parallelogrammo CO * j * 43. I. 
dunque RI) è anche uguale a GR : e perciò i quat- 
tro rettangoli DR , RC , GR , RN sono uguali tra 
loro 5 e quindi sono insieme il quadruplo del ret- 
tangolo CR . Similmente poiché CB è uguale a BD, 
e BD è poi ugiiale a BR*, o sia a CG, CB a GR, *cor.4.H. 
o sia a GP , sarà CG ugtialc a_ GP ; è pure PR 
uguale ad RO ; sarà perciò il rettangolo AG ugua- 
le al rettangolo MP , e ’l rettangolo PL all’ altro 
RF . Ma MP è uguale a PL , poiché sono comple- 
menti del parallelogrammo ML ; quindi anche AG 
è uguale ad RF . Per la qual cosa i quattro paral- 
lelogrammi AG , MP , PL , RF sono tra di loro 
uguali j e perciò lutt’ insieme sono il quadruplo di 
AG. Si é anche dimostrato, che i quattro paralle- 
logrammi CR , RD , GR , RN sono insieme il qua- 
druplo di CR ; quindi gli otto parallelogrammi, che 
formano lo gnomone STY sono il quadruplo del ret- 
tangolo AR. E poiché AR é il rettangolo contenuto da 
AB , e BC , essendo BR uguale a BC ; sarà il ret- 
tangolo contenuto da AB , e BC , pi-cso quattro vol- 
te , quadruplo di AR . Ma si è dimostrato lo gno- 
mone STY anche quadruplo di AR ; dunque il 
quadruplo rettangolo di AB in BC è uguale allo 
gnomone STY : si aggiunga ad essi di comune 
eh’ é uguale al quadrato di AC * , e sarà il quadru- *cor.4. II. 
pio rettangolo di AB in BC insieme col quadrato 

di AC uguale allo gnomone STY , ed al quadra- 

* 
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to XH . Or lo gnomone STY , ed XH , formano 
tutto il quadrato AEFD , che si descrive sopra AD: 
dunque il quadruplo rettangolo di AB in BC insie- 
me col quadi-ato di AC è uguale al quadrato di 
AD , o sia di AB , e BC , come di una linea sola. 

E perciò se una linea retta sia divisa comunque; 
il quadruplo rettangolo contenuto dalla tutta , e da 
una parte insieme col cpiadrato della parte rimanen- 
te è uguale al quadrato , che si descrive sopra la 
tutta , e la parte predetta , come di una linea sola . 

C.B.D. 

PROPOSIZIONE IX. 



TEOREMA. 



Se una linea retta sia divisa in parti ugnali , 
ed in parti disuguali ; i quadrati delle parti disu- 
guali della tutta sono il doppio del quadrato del- 
la inetà , e del quadrato di quella linea ^ ch'è tra i 
punti delle sezioni. 



fg 57 . 



Sia la linea retta AB divisa in parti uguali nel 
punto C , ed in parti disuguali in D ; dico che i 
quadrati di AD , e di DB sieno il doppio dei qua- 
drati di AC , e di CD. 

Si tiri dal punto C ad AB la perpendicolare CE, 
la quale si ponga uguale ad AC , o CB, e si unisca- 
no le EA , EB ; poi per D si tiri DF parallela a 
CE, e similmente per F, FG parallela ad AB ; fi- 
nalmente si congiunga AF. 

E poiché AC è uguale a CE , sarà l'angolo EAG 
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Uguale all’angolo AEG; e perciò essendo retto l'an- 
golo in C , i rimanenti angoli EAC , AEG saianno 
uguali ad un retto Ma essi sono anche tra di loro* Sa. I. 
uguali ; dunque ciascuno degli angoli AEG , EAG è 
metà di un i-etto. Dell’istessa maniera si dimostra, che 
ciascuno degli angoli GEB , EBG è pure metà di 
un retto; quindi tutto l’angolo AEB è retto . Ed 
essendo l’ angolo GEF metà di un retto , e l’ an- 
golo EGF retto , perchè uguale all’ inteimo ed 
opposto EGB * ; sarà anche il rimanente angolo* ag. I. 
EF G metà di un retto ; perciò 1 ’ angolo GEF è 
uguale all’altro EFG; e quindi il Iato EG è ugua- 
le al lato GF *. Similmente , essendo l’angolo in B * 6. I. 
metà di un retto , e l’angolo FDB retto , perchè 
uguale all’ interno, ed opposto EGB; sarà il rima- 
nente BFD anche metà di un retto ; quindi l’an- 
golo in B è uguale all’ angolo DFB ; e perciò il Ia- 
to DF è uguale al lato DB. 

Oi poiché AG è uguale a GE , sarà il quadrato 
di AG uguale a quello di GE ; laonde i quadrati 
di AG , e di GE sono il doppio del quadrato di 
AG. Ma ai quadrati di AG , e di GE è uguale quel- 
lo di EA, essendo retto l’angolo AGE *; dunque* 47. I, 
il quadrato di EA è doppio del quadrato di AG 
Similmente essendo EG uguale a GF , anche il 
quadrato di EG è uguale a quello di GF ; dunque 
i quadrati di EG, e di GF sono il dopjjio del qua- 
drato di GF . Ma ai quadrati di EG, e di GF è 
uguale il quadrato di EF ; dunque il quadralo di 
EF sarà doppio di quello di GF ; è poi GF u- 
giiale a GD ; quindi il quadralo di EF è doppio 
del quadrato di CD ; ed è anche il quadrato di 
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AE doppio di quello di AC ; perciò i quadrati di 
AE , e di EF sono il doppio dei quadrati di AC , 
e di CD . Per la qual cosa esseudo ai quadrali di 
AE , e di EF uguale il quadrato di AF , poiché 
r angolo AEF è retto ; sarà anche il quadrato di 
AF doppio dei quadrati di AC , e di CD . Ma al 
quadrato di AF sono uguali i quadrati di AD , e 
di DF, essendo retto l'angolo iu D : quindi i qua- 
drati di AD , e di DF saranno il doppio dei qua- 
drati di AC , e di CD. 

Se dunque una linea i-etta sia divisa in parti u- 
guali , ed in parti disuguali ; i quadrati delle parti 
disuguali della tutta sono il doppio del quadrato 
della metà, e del quadrato di quella linea, eh’ ò tra 
i punti delle sezioni C.B.D. 

PROPOSIZIONE X. 

Teorema. 

Se una linea retta si divida per metà , ed ad es- 
sa si aggiunga per dritto un' ultra linea retta i 
due quadrati uno, che si descrive sopra la tutta , e 
l' aggiunta , come di una linea sola , t altro sopra 
r aggiunta sono il doppio del quadrato della metà , 
e del quadrato di quella linea retta , eh' è composta, 
della metà , e dell aggiunta , come di una linea sola . 

fiS' 58- Si divida la linea retta AB per metà in C , e per 
dritto ad essa si aggiunga un’ altra linea retta BD ; 
dico che i quadrati di AD , e di DB sieno il dop- 
pio dei quadrati di AC , e di CD. 
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Dal punto C si tiri CE perpendicolare ad AB , la 
quale si ponga uguale ad AC , o CB , e si uniscano 1* 

AE , EB ; poi per E si tiri EF parallela ad AD , 
e per D , DF parallela a CE. E poiché nelle pa- 
rallele EC , FD vi cade la linea retta EF , gli an- 
goli CEF , EFD sono uguali a due retti * ; e pei-- * ag. I. . 
ciò gli angoli FEB , EFD sono minori di due retti. 

Ma quelle linee rette, che iutersegate da un’altra 
fanno con questa gli angoli interni dalla parte stes- 
sa minori di due retti , prolungate indefinitamente 
debbono incontrarsi * ; dunque le EB , FD prodotte * a. 5 
dalla parte BD dovranno incontrarsi; si prolunghi- 
no, e s’incontrino nel punto G , c si congiuuga AG . 

E poiché AC é uguale a CE , 1’ angolo AEC sa- 
rà uguale all’ angolo EAC . Ma l’ angolo in C è 
retto; perciò ciascuno dei due altri angoli EAC, 

.AEC è metà del retto * . Similmente si dimostra * 3a. I. 
che si r angolo CEB , che 1’ altro EBC è metà del 
retto ; quindi l’ angolo AEB è retto . Or essendo 
EBC metà del retto, sarà anche metà del retto 
l'altro DBG , che gli è verticale * . Ma l’ angolo BDG » i 5 . I, 
è retto, poiché è uguale all’alterno DCE* : quindi il» 23 I. 
rimanente angolo DGB è pure metà del retto; e perciò 
uguale a DBG ; ond’ è che il lato BD è uguale al 
lato DG . SimHmente poiché 1’ angolo EGF è me- 
tà del retto , e l’ angolo in F è retto , come ugua- 
le all’ angolo opposto in C , sarà il rimanente an- 
golo FEG anche metà del retto ; e quindi ugua- 
le ad EGF ; e perciò il lato GF è uguale al lato EF. 

Or essendo EC uguale a CA , il quadrato di 
EC è uguale a quello di CA ; e perciò i quadra- 
ti di EC , e di CA sono il doppio dol qua- 
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tirato di CA . Ma il quadrato di EA è uguale al 
47- quadrati di EC , e di CA * ; dunque il quadrato di EA 
è il doppio di quello di AC . Del pari poiché GF è 
uguale ad FE , anche il quadrato di GF è ugua- 
le al quadrato di FE 5 e perciò i quadrati di GF , 
e di FE sono il doppio del quadrato di EF . Ma 
ai quadrati di GF, e di FE è uguale il quadra- 
to di EG ; dunque il quadrato di EG è doppio del 
* 54 . I. quadrato di EF; è poi EF uguale a CD*; sarà per- 
ciò il quadrato di EG doppio del quadrato di CD, 
SI è anche dimostrato il quadrato di EA doppio del 
quadrato di AC ; quindi i quadrati di AE , c di 
EG sono il doppio dei quadrati di AC , e di CD . Or 
ai quadrati di AE , e di EG è uguale il quadrato di 
4?' AG * ; sarà qi.indi il quadrato di AG doppio dei qua- 
drati di AC , e di CD . Ma al quadrato di AG sono 
uguali i quadrati di AD , e di DG ; perciò anche i 
quadrati di AD , e di DG sono il doppio dei quadrati 
di AC , e di CD . È poi DG uguale a DB ; dunque 
i quadrati di AD , e di DB sono il doppio dei qua- 
drati di AC , e di CD . 

Per la qual cosa se una linea retta si divida per metà 
ed ad essa si aggiunga per dintto un’ altra linea ret- 
ta ; i due quadrati , uno che si descrive sopra la tutta, 
e l’aggiunta , come di una linea scili , 1’ altro sopra 
r aggiunta sono il doppio del quadrato della metà, 
e del quadrato di quella linea retta , eh’ è com- 
posta della metà , e dell’ aggiunta , come di una li- 
nea sola C.B.D. 
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PROPOSIZIONE XI. 

Problema. 

Dwidere una linea retta data in modo , che il 
rettangolo contenuto dalla tutta, e da una parte sia 
Uguale al quadrato delT altra parte . 

Sìa «lata la linea retta AB ; fa d’ uopo dividerla /‘S- '^9' 
in modo, che il rettangolo contenuto dalla tutta, e 
da una parte sia uguale al quadrato dell’ altra 
parte . 

Si descriva sopra AB il «juadrato ACDB, si ^«li- 
vida AC per metà in E , e si unisca BE : indi , si 
prolunghi CA in F , e si ponga EF uguale a BE ; 
e descritto sopra AF il quadrato FGHA , si prolun- 
ghi GH in R : dico che la linea retta AB resti di- 
visa in H in modo , che il rettangolo di AB in BH 
sia uguale al quadrato di AH . 

Poiché esseudo la linea retta AC divisa per me- 
tà in E , e per dritto ad essa aggiunta AF ; il ret- 
tangolo di CF in FA insieme col quadrato di AE 
sarà uguale al quadrato di EF * . Ma EF è uguale * 6. IL 
ad EB ; perciò il rettangolo di CF in FA insie- 
me col quadrato dì AE è uguale al quadrato di 
EB . Or questo quadrato è uguale ai quadrati di 
BA , e di AE ; poiché è retto 1’ angolo in A ; dun- 
que il rettangolo di CF in FA insieme col qua- 
drato di AE é uguale ai quadrati di BA, e di AE; 
se ne tolga di comutie il quadrato di AE , e sarà il 
rimanente rettangolo di CF in FA uguale al qua- 
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dralo di AB . È poi il retlaugolo di CF in FA lo 
stesso che FK , poiché AF è uguale per l’appunto 
ad FG; ed il quadralo di AB è AD 5 dunque il 
rettangolo FK è uguale al quadrato AD i toltone 
di comune AK , sarà il rimanente rettangolo FH 
uguale al riuiauentc HD . Ma HD è il rettangolo 
di AB in BH , poiché AB è uguale a BD 5 cd FH 
è il quadrato di All ; dunque il rettangolo di AB 
in BH è .uguale al quadrato di AH. 

E perciò la data linea retta AB , si è divisa in 
H in modo , che il rettangolo di AB in BlI é u- 
gualc al quadrato di AH . C.B.F. 

' PROPOSIZIONE XII. 

. TEOREMA. 

In Ogni triangolo ottusangolo , se si abbassi la 
perpendicolare da uno degli angoli acuti al lato op- 
posto prolungato 5 il quadrato del lato , che sotten- 
de r angolo ottuso è maggiore dei quadrati dei luti, 
che lo comprendono , per lo doppio rettangolo con- 
tenuto dal lato , che si è prolungato , e dalla linea 
retta , eh' è tra t angolo ottuso , e la perpendicolare. 

• Jig. 60. triangolo ottusangolo ABC , che ha ottuso 

r angolo BAG , e dal punto B si tiri alla BA pro- 
lungata la perpendicolare BD ; dico che il quadrato 
di BG sia maggiore dei quadrati di BA , e di AC, 
per lo doppio rettangolo contenuto da CA , cd AD. 

E poiché la liaca retta GD è divisa comunque 
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nel punto A , sarà il (juadrato di CD uguale ai 
quadrati di CA , e di AD , ed al doppio rettango- 
lo di CA , in AD * ; vi si aggiunga di comune il 
quadrato di BD , e saranno i quadrati di CD , e di 
DB uguali ai quadrati di CA , di AD, e di 

DB , ed al doppio rettangolo di CA in AD . Ma ai 

quadrali di CD , e di DB è uguale il quadrato di 

CB , jierchè è retto 1’ angolo in D , mentre BD 
è perpendicolare ad AC -, ed ai quadrati di AD , 
e di DC è uguale il quadrato di AB ; dunque 
il quadrato di CB è uguale ai quadrati di CA , 

e di AB , ed al doppio rettangolo di CA in AD , 

E perciò in ogni triangolo ottusangolo se si ab- 
bassi la perpendicolare da uno degli angoli acuti al 
lato opposto prolungato j il quadrato del lato , che 
sottende 1’ angolo ottuso è maggiore dei quadrati 
dei lati , thè lo comprendono , per lo doppio ret- 
tangolo contenuto dal lato , che si è prolungato, e 
dalla linea retta , cV è tra l’ angolo ottuso , e la 
perpendicolare C.B.D. 
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PROPOSIZIONE Nili. 



TEOREMA. 



Iti Ogni triangolo oNtliquarigolo , cioè ottusango- 
lo , o acutangolo ; il quadrato del luto , che sot- 
tende un angolo acuto è minore dei quadrati dei 
lati , che lo comprendono , per lo doppio rettangolo 
contenuto da uno di questi lati , c dalla linea ret- 
ta intercettata tra V angolo acuto , e la perpendico- , 
lare , che ad un tal lato si abbassa dall' angolo 
opposto . 
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Sia il triangolo obMiquangolo ABC , che ha acuto 
r angolo in B ; e si tiri dal punto A sulla BG la 
perpendicolare AD : dico che il quadrato di AG sia 
minore dei quadrati di CB , e di BA , per lo dop- 
pio rettangolo di CB in BD . 

Essendo la linea retta CB divisa comunque in 
D , Saranno i quadrati di CB , e di BD uguali al dop- 
pio rettangolo di CB in BD , ed al quadrato di 
DC * ; vi si aggiunga di comune il quadrato di AD, 
e saranno i quadrati di CB , di BD , e di DA 
uguali al doppio rettangolo di CB in BD , ed ai qua- 
drati di AD , e di DC . Ma ai quadrati di BD , e 
di DA è uguale il quadrato di AB , perchè è ret- 
to r angolo ili D ; ed ai' quadrati di AD , e di 
DC a uguale il quadrato di AC ; dunque i qua- 
drati di CB , e di BA sono uguali al quadrato di 
AC, ed al doppio rettangolo di CB in BDje |ierciò 
il solo quadrato di AC è minore dei quadrati di 
CB , e di BA, per lo dojipio rettangolo di CB in BD 
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Quindi in ogni triangolo obblic£uangolo ; il quadra- 
lo del lato , clic sottende l’ angolo acuto è minore 
dei quadrati dei lati , che lo comprendono per lo 
doppio l’ettangolo contenuto da uno di questi lati, 
e dalla linea retta intercettata tra l’angolo acuto , 
e la perpendicolare , che ad un tal lato si abbassa 
dall’ angolo opposto . C.B.D. 

PROPOSIZIONE XIV. 

PROBLEMA. 

Costituire un quadrato uguale ad un rettilineo 
dato . 

Sia dato il rettilineo A : fa d’ uopo costituii-li un 
quadrato uguale . 

Si descj'iva il rettangolo BCDE uguale al retti- 
Lneo A * . Ciò posto se BE è uguale ad ED , si 
sarà fatto quello , che si domanda j poiché si sarà 
già costituito il quadrato BD uguale al rettilineo A. 
Ma se ciò non si avvera , si prolunghi BE in F , e si 
ponga EF uguale ad ED ; indi divisa FB per metà 
in G , col centro G , intervallo GB , o GF si de- 
scriva il semicerchio BHF j poi si prolunghi DE in 
H , e si congiunga GH . • 

E poiché la linea retta BF è divisa in parti u- 
guali in G, ed in parti disuguali in E ; sarà il ret- 
tangolo di BE in EF insieme col quadrato di 
EG uguale al quadralo di GF *. Ma è poi GF uguale 
a GH ; quindi il rettangolo di BE ip EF insieme 
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col quadralo di GE è uguale al quadrato di GH . 
Or questo quadrato di GH è uguale ai quadrali 
* 47- I e di EH * j dunque il rettangolo di BE in EF 

insieme col quadralo di EG è uguale ai quadrati 
di HE , e di EG : c perciò toltone di comune il 
quadralo di EG ; sarà il rimanente rettangolo 
di BE ili EF uguale al quadralo di EH . Ma 
il rettangolo di BE in EF è lo stesso che il pa- 
rallelogrammo BD , poiché EF è uguale ad ED; 
dunque il parallelogrammo BD è uguale al qua- 
drato di EH j c perciò essendo il parallelogrammo 
BD uguale al rettilineo A , sarà questo retliliuco 
uguale al quadralo di EH . 

Si è dunque costituito un quadrato uguale ad un 
rettilineo dato , quello cioè che si descrive sopra 
EH . C.B.F. 
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IL TERZO LIBRO 

DEGLI 



ELEMENTI DI EUCLIDE 




DEFINIZIOKI. 



^ 1 . Cerchi uguali sono quelli , i cui diametri so- 
no uguali , o pure che hanno raggi uguali . 

II. Una linea retta dicesi toccare un cerchio , 
quando Io incontra , ed essendo prolungata iioii lo 
foga . 

III. I cerchi si dicono toccar 1’ un 1’ altro , quan- ■ > / 
do incontrandosi non si segano scamhievolmentc . 

IV. Le linee rette , che si tirano dentro di un 
cerchio , diconsi vgiialmente distanti dal centro , 
quando le perpendicolaiù ahhassate sopra esse dal 
centro sono uguali . 

V. Dicesi poi essere pia dal centro quella, 

sopra cui cade la perpendicolare maggiore . 

VI. Veggasi la def. XIX. Lib.. x 

VII. L’ angolo del segmento è quello , che si 
costituisce ad un estremo della base del segmento, 
da essa base , e dall’ arco . 

Vili. L’ angolo nel segmento è quello , che vien 
contenuto da due linee rette tirate da un punto 
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della circonferenza del segmento alle estremità di 
quella linea retta , cbe gli è di base. 

IX. Ed un tal angolo si dice insistere sopra quel- 
r arco , eh’ è compreso tra le linee rette , che con- 
tengono r angolo 

X. 11 settore di un cerchio è quella figura , eh’ 
è contenuta da due raggi , e dall’ arco , che giace 
tra essi . 

XI. Segmenti simili di cerchio sono quelli , che 
hanno uguali gli angoli , che sono in essi . 

PROPOSIZIONE I. 
problema. 



Ritrovare il centro di un dato cerchio . 






d.i5. 
8 . 1 



Sia dato il cerchio ABC : fa d’ uopo ritrovare il 
centro di esso . 

Si tiri dentro di un tal cerchio comunque la li- 
nea retta AB , e questa si divida per metà in D : 
poi dal punto D si tiri sopra AB la perpendicolare 
DC , la quale si prolunglii in E, e si divida CE per 
metà in F : dico essere il punto F il centro del cer- 
chio ABC. 

Se può succedere , non sia F; ma G, e si unisca- 
no le GA, GD , GB. E poiché AD è uguale a DB, e 
DG è comune , saranno le due AD , DG uguali 
alle due altre DB , GD , ciascuna a ciascuna ; ma 
anche la base GA è uguale alla base GB , poiché sono 
1 raggi * ; quindi 1’ angolo ADG é uguale all’angolo 
GDB * . Or allorché una linea retU insistendo sopra di 
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un’ altra linea retta , forma uguali gli angoli , che 
sono di qua e di là ; 1’ uno e 1’ altro degli angoli 
uguali è retto : dunque 1’ angolo GDB è retto . Ma 
è anche retto 1’ angolo FDB ; perciò 1’ angolo FDB 
è uguale all’ altro GDB : il maggiore al minore ; il 
che è impossibile . Non è dunque G il centro del 
cerchio ABC . Dimostreremo similmente , che ve- 
Tun altro punto lo sia , oltre di F ; quindi F è il 
tro del cerchio ABC . C.B.F. 

Cor. È chiaro da ciò , che se in un cerchio una 
qualunque linea retta ne seghi un’ altra per metà , 
ed ad angoli retti; il centro di un tal cerchio deh-, 
ha trovarsi in quella segante» 

PROPOSIZIONE II. 

TECXEEMA.» 

Se nella circonferenza di un cerchio si prendano 
due punti ad arbitrio ; la linea retta che gli unisce 
•cadrà dentro di un tal cerchio . 

Sia il cerchio ABC , e nella circonferenza- di es- 
so si prendano due punti ad arbitrio A, e B : dico 
che la linea retta , che tirasi dal punto A all’ altro 
B , cada dentro del cercfiio . 

Poiché non vi cada ; ma s’ è possibile cada fuori 
come AEB ; si prenda il centro del cerchio ABC * , 
che sia D , e si congiungano le AD , DB ; e poi si 
tiri DE , la quale incontri la circonferenza in F . 
Or essendo DA uguale a DB , sarà anche 1’ angolo 
DAB uguale all’ angolo DBA : ed essendosi proluu- 

6 
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. gato il lato AEB del triangolo DAE, l’angolo DEB 
* I sarà maggiore dell'altro DAE * . Or 1’ angolo DAE è 
uguale all'angolo DDE ; dunque l’angolo DEB è mag- 
giore dell’ angolo DBE . Ma il maggior angolo è sot- 
teso dal lato maggiore ^ quindi DB è maggiore di DE; 

« poi DB uguale a DF ; dunque DF è maggiore di DE, 
la minore della maggiore, il che è impossibile . Quin- 
di la linea retta tirata dal punto A all’ altro B , non 
cade fuori del cerchio . Dimostreremo similmente che 
nè tampoco cada nella stessa circonferenza ; dovrà 
dunque necessariamente cadere dentro del cerchio . 

E perciò se nella circonferenza di un cerchio si 
prendano due punti ad arbitrio ; la linea retta che 
gli unisce cadrà dentro di un tal ceixhio C.B.D. 

PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA. 

Se in un cerchio una linea retta , tirata per Io, 
centro , divida per metà un'altra linea retta , no» ti- 
rata per lo centro-, la dividerà pure ad angoli retti : 
e se la divide ad angoli retti ; la dividerà per 
metà. 

fis- 65. Sia il cerchio ABC , e la linea retta CD , tiratà. 
per lo centro di esso , divida l’altra linea retta AB, 
non tirata |)er lo centro, per metà nel punto F ; di- 
co che la dividerà anche ad angoli l'clti . 

Imperocché , si prenda il centro del cerchio ABC , 
che sia E , e si uniscano le EA , EB . E poiché AF 
è uguale ad FB , ed FE c comune , sono le due AF, 
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FE uguali alle due BF,FE ; ed è anche la base EA u- 
guale alla base EB ; dunque l’ angolo AFE sarà ugua- 
le air angolo BFE . Ma allorché una linea retta in- 
sistendo so^n-a un’ altra , forma uguali gli angoli , 
che sono di qua e di là , 1 ’ uno e 1 ’ altro degli an- 
goli uguali è retto ; dunque è retto si 1’ angolo AFE, 
che r altro BFE . E perciò na linea retta CD ti- 
rata per lo centro , dividendo l’ altra AB non tirata 
per lo centro per metà, la dividerà pure ad angoli 
rotti . 

Or CD divida AB ad angoli retti : dico che la 
dividerà anche per metà , cioè die AF sìa uguale 
ad FB. 

Poiché , fatta la stessa costruaione : essendo il rag- 
gio EA uguale all’ altro EB , 1’ angolo EAF sarà 
uguale all'angolo EBF . Ma è pure il retto AFE ugua- 
le al retto BFE : dunque i due ti’iangoli EAF , 

EBF hanno due angoli uguali a due angoli , ed un 
Iato uguale ad un lato, vale a dire EF , eh’ è co- 
mune ad entrambi , il qual sottende uno degli an- 
goli uguali •, quindi avranno anche i rimanenti lati 
uguali ai rimanennti lati * ; e sarà perciò AF ugna- ♦ 26 I 
le ad FB. 

Se dunque in un cerchio una linea retta, tirata 
per lo centro , divida per metà un’ altra linea retta, 
non tirata per lo centro 5 la dividei'à pure ad angoli 
retti •. e se la divide ad angoli retti ; la dividerà 
anche per metà . C.B.D. 
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PROPOSIZIONE IV^ 

Teorema. 

Se s' interseghino in un cerchio due linee rette « 
non tirate per lo centro , non si potranno scambie- 
volmente dividere per metà . 

Jtg. 66. Sia il cerchio ABCD , e s’ interseghino in esso 
nel punto E le due linee rette AC , BD , non ti- 
rate per lo centro : dico, che esse non si potranno 
scahievolmente dividere per metà . 

S’ è possibile ciascijna di esse divida per metà 
r altra in modo , che sia AE uguale ad EC , e BE 
nd ED ; si ritrovi il centro del cerchio ABCD , che 
.» jjj sia F * , e si unisca EF . 

E poiché la linea retta FE tirata per lo centro 
divide per metà l’ altra linea retta AQ non tirata 
f 3 III P‘-'J' 1® centro , la dividerà ad angoli retti * ; è 
perciò retto l’ angolo FEA . Similmente , poiché 
la linea retta FE divido per metà 1’ alti-a linea ret- 
ta BD , che non passa per lo centro , la divi- 
derà ad angoli retti ; quindi é retto 1’ angolo 
FEB . Ma si è dimostrato anche retto 1' angola 
FEA 5 dunque l’angolo FEA sarà uguale all’ altro 
FEB ; il minore al maggiore -, il che è impossi- 
bile . Per la qual cosa le AC , BD non si divido- 
no scambievolmente por metà . 

E quindi se s’ interseghino in un cerchio due li- 
nee rette , non tirate per lo centro , non si potraur 
no scambievolmente dividere per metà. C.B.D. 
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PROPOSIZIONE V. 

TEOREMI» 

Se due cerchi s' interse ghino j non avranno lo 
stesso centro. 

S’ interseghino i due cerchi ABG , CDG ne* punti 
JB , C : dico eh’ essi non avranno lo stesso centro. 

S’ è possibile , sia E il loro centro comune ; si 
unisca EC , e si tiri comunque EFG . E poiché E 
è il centro del cerchio ABC , sarà CE uguale ad 
EF . Similmente , essemlò E il centro del cerchio 
CDG , CE è uguale ad EG . Ma si è dimostrata 
CE uguale ad EF ; perciò sarà EF uguale ad EG: 
la minore alla maggiore; il che è impossibile. Dun- 
que non è E il centro dei cerchi ABC , CDG. 

E perciò se duo cerchi s'interseghino , non avran- 
no lo stesso centro. C.B.D. 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA. 

Se due cerchi si tocchino T un taltro, al di den- 
tro., non avranno lo stesso centro* 

I due cerchi ABC , CDE si tocchino L’un l’altro, • 

al di dentro in C : dico che essi non avranno lo 
stesso centro. 

S’ è possibile , sia questo F ; ai unisca FC , e si 
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tiri comunque FEB . E poicliè F c il centro del 
cerchio ABC , CF è uguale ad FB ; e per la stessa 
ragione , essendo F il centro del cerchio CDE , CF 
è uguale ad FE . Ma si è dimostrata CF uguale ad 
FB ; dunque FE è uguale ad FB ; la minore alla 
maggiore ^ il che è impossibile. Quindi non è F il , 
centro dei cerchi ABC , CDE. 

E perciò se due cerchi "si tocchino l’un l'al- 
tro , *al di dentro , non avranno lo stesso centro . 
C.B.D. 



PROPOSIZIONE VII. 



TEOREMA. 

Se nel diametro di un cerchio si prenda un 
punto qualunque , che non sia però il centro del cer- 
chio , e da esso cadano nella circonferenza più linee 
rette ; la massima sarà quella nella quale è alloca- 
to il centro \ t altra parte del diametro sarà la mi- 
nima ; delle altre poi , la più vicina a quella , che 
passa per lo centro sarà sempre maggiore delia più 
lontana. ; e ciascuna incidente da una parte della 
minima non potrà averne , che un altra sola uguale 
dall altra parte dell istessa minima. 



J>8- ^ 9 - 



Sia il cerchio ABCD , ed AD un diametro di es- 
so , nel quale si prenda un punto F , che non sia 
il centro del cerchio ; sia poi E un tal centro , e 
dal punto F cadano nella circonferenza ABCD più 
linee rette FB , FC , FG : dico che FA sia la mas- 
sima , ed FD la minima : delle altre poi , che FB 
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sia maggiore di FC , ed FC maggiore di FG. 

Imperocché si uniscano le BE , CE, GE. E per- 
chè due lati di ogni triangolo sono maggiori del 
terzo , saranno le BE , EF maggiori di BE’ . Ma è 
poi AE uguale ad EB ; dunque le BE , EF sono 
uguali ad AF ; e quindi AF è maggiore di BF . 
Similmente poiché BE è uguale ad EC , ed FE è 
comune; le due BE , EF sono uguali alle due CE 
EF ; ma l’ angolo BEF è maggiore dell’ angolo 
CEF : quindi la base BF è maggiore della base FC*; * a 4 . I- 
e per la stessa ragione anche CF è maggiore di FG. 

Or poiché le GF , FE sono maggiori di GE , ed 
è poi GE uguale ad ED , saranno le GF , FE , 
maggiori di ED ; se ne tolga di comune EF , e sa- 
rà la rimanente GF maggiore della rimanente FD . 

Quindi FA è la massima , ed FD la minima 5 ed 
è pure BF maggiore di FC , e CF maggiore di 
FG. 

Dico di più che ciascuna delle incidenti dal pun- 
to F alla circonferenza ABCD , da una parte della 
minima FD , ne può avei’e solamente un’altra ugua- 
le dall’ altra parte della stessa minima. 

Si costituisca alla linea retta EF , ed al punto E 
dato in essa , l’ angolo Flill uguale all’ angolo 
GEF * , e si unisca FH . E poiché GE è uguale » 25. j, 
ad EH , ed EF è comune, le due GE , EF sono 
uguali alle due HE , EF ; anche 1 ’ angolo GEF è 
uguale all’angolo HEF 5 dunque la base FG é uguale 
alla base FH *. Dico inoltre che dal punto F non » j_ 
cade alla circonferenza altra linea retta uguale alla 
FG. Poiché, se può succedere, vi cada FK : ed essen- 
do FK uguale ad FG , «d FG uguale ad FH ; sa- 
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rà FK uguale ad FH ; vale a dire la più vicina a 
quella , che passa per lo centro sarebbe uguale all’al- 
tra , che n' è più lontana , il che è impossibile. 

Se dunque in un diametro di un cerchio , si pren- 
da un qualunque punto , che non sia il centro del 
cerchio , ed il resto come ncircnuuciazione. C.B.D. 

PROPOSIZIONE Vili. 

Teorema. 

Se fuori di un cerchio si prenda un punto , e da 
esso al cerchio si tirino più linee rette, delle quali 
una passi per lo centro , le altre poi cadano comun- 
que ; di tutte le linee rette , che cadono nella circonfe- 
renza concava , la massima è quella che passa per lo 
centro ; e delle altre la più vicina a quella , che pas- 
sa per lo centro è sempre maggiore della più lon- 
tana . Di quelle poi, che cadono nella circonferenza 
convessa , la minima è quella , che prodotta passe- 
rebbe per lo centro •, e delle rimanenti , la più vi- 
cina alla minima è sempre minore della più lonta- 
na . Finalmente ciascuna incidente da una parte del- 
la minima non potrà averne , che un' altra sola ugua- 
le dall altra parte della stessa minima . 

fiS- 7®' Sia il cerchio ABC , e fuori di esso si prenda un 
qualunque punto D , dal quale si tirino al cerchio 
le linee rette DA , DE , DF , DC , e passi la DA 
per lo centro : dico che di quelle , che cadono nel- 
la circonferenza concava AEFC , la massima sia DA, 
ebe passa per Io centro e la minima DG, che prò- 
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Inngata passerebbe per lo centro ; che sia inoltre DE 
maggiore di DF , e DF maggiore di DC . Delle altre 
poi, che cadono nella circonferenza convessa HLKG, 
quella , eh' è più vicina alla minima DG sarà sem« 
pre minore della più lontana -, cioè sarà DK mino- 
re di DL , e DL minore di DH . 

Imperocché si prenda il centro del cerchio ABC , 
che sia M , e si uniscano le ME , MF , MC , MH, 
ML , MR ; e perchè AM è uguale ad ME , se si ag- 
giunga a ciascuna di esse MD ; sarà AD uguale alle 
EM , MD . Ma le EM , MD sono maggiori di ED : 
dunque anche AD è maggiore di ED . Per 1 ' istessa 
ragione , poiché ME è uguale ad MF , se a ciascuna 
di esse si aggiunga MD , saranno le EM , MD uguali 
alle MF,MD ; ma l’angolo EMD è maggiore dell’ an- 
•golo FMD 5 dunque la base ED sarà maggiore della 
base FD * . Dimostreremo similmente , che anche FD 
sia maggiore di CD ; cpindi DA è la massima ; ed 
è poi DE maggiore di DF , e DF di DC . Inoltre 
poiché le MK , KD sono maggiori di MD , ed MG 
è uguale ad MK ; sarà la rimanente ,RD maggiore 
della rimanente GD ; e perciò GD è la minima . E 
poiché dagli estremi del lato MD del triangolo 
MLD , si sono condotte dentro di esso le due linee 
rette MK,KD ; queste saranno minori delle ML,LD * . 
Ma MK è uguale ad ML ; dunque la rimanente DK 
e minore della rimanente DL . Nel modo stesso si di- 
mostrerà , che DL sia minore di DH ; dunque DG 
« la minima ; ed é poi DK minore di DL , e DL 
minore di DH . 

Dico di più che ciascuna delle incidenti nella cir- 
conferenza j da una parte della minima , ne possa 
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avere solamente un’altra uguale dall’ altra parte 
della stessa minima . 

Si costituisca alla linea retta MD , ed al punto 
M dato in essa l’ angolo DMB uguale all’ angolo 
KMD , e si unisca DB . E poiché MK è uguale ad 
MB , ed MD è comune ; le due KM , MD ' sono 
uguali alle due B!M,*MD , ciascuna a ciascuna*, ma an- 
che r angolo KMD è uguale all’ angolo BMD ; dun- 
*4-1 que la base DK è uguale alla base DB*. Dico inoltre 
che dal punto D non possa cadere nel cerchio al- 
tra linea retta uguale a DB. Poiché, se può essere, 
vi cada DN ; e perché DK é uguale sì a DN , che a 
DB, sarà anche DB uguale a DN ; vale a dire la più 
vicina alla minima uguale alla più lontana , il che si 
è dimostrato impossibile . 

Se dunque fuori di un cerghio si prenda un pun-< 
to , e ’l resto come nell’enunciazione. C.B.D. 

PROPOSIZIONE IX. 
teorema. 

Se dentro di un cerchio si prenda un punto, e 
da questo cadano nella circonferenza più di due linee 
rette uguali-, il punto che si prende sarà il centro 
del cerchio . 

fig. 71 .- Sia il cerchio ABC , e dentro di esso si prenda 
un punto D , dal quale cadano nella circonfeieiiza 
più di due linee rette uguali , vale a dire le DA, DB, 
DC ; dico che il punto D sia il centro del c«r- 
chio ABC . 
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Poiché , s’é possibile, questo centro non sia D, raa Ej 
ed unita DE si prolunghi fino ai punti F , e G ; sarà 
quindi FG un diametro del cerchio ABC . E perchè 
in un tal diametro si è preso un punto D , che 
non è il centro del cerchio; sarà DG la massima, 
e DC maggiore di DB , DB di DA * . Ma queste * 
Sono uguali , il che è impossibile ; quindi non può 
essere E il centro del cerchio ABC è Dimostrere- 
mo similmente , che verun altro punto possa essere 
il centro , eccetto D ; perciò D è il centro del 
cerchio ABC. 

E perciò se dentro di un cerchio si prenda un 
punto , e da esso cadano nella circonferenza più di 
due linee rette uguali ; il punto che si prende sarà 
il centro del cerchio . C.B.D. 

PROPOSIZIONE X. 

* teorema. 

Un cerchio non sega un altro cerchio in pik di 
due punti ‘ 

N. B. Ciò deve intendersi delle circonferenze . 

Se può succedere , il cerchio ABG seghi 1’ altro 
DEF in più di due punii , vale a dire in B , G , ^ 
ed F , e preso il centro K del cerchio ABC , si u- 
niscano le KB , KG , KF . 

E poiché si è preso dentro del cerchio DEF un 
punto K , e da esso cadono nella circonferenza 
DEF più di due linee rette uguali KB , KG , KF; 
il punto K sarà il centro del cerchio DEF * j • 
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Ma K è anche il centro del cerchio ABC ; (|uindi 
due cerchi , che si intersegano avrebbero il centro 
III stesso , il che è impossibile * . 

E perciò un cerchio non sega un altro cerchio 
in piu di due punti . C.B.D. 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA. 

Se due cerchi si tocchino al di dentro , e pren- 
dansi i loro centri ; la linea retta, che unisce questi 
centri , prolungata , passerà per lo contatto di essi 
cerchi . 

_ I due cerchi ABC , ADE si tocchino al di den- 
^ tro in A , e prendasi il centro del cerchio ABC , 
che sia F , e del cerchio ADE il centro G ; dico 
che la linea retta tirata da G ad F , se si prolun- 
ghi , passerà per A . , 

Poiché , se può succedere 4 cadti come la FGDH, 
’e si uniscano le AF , AG . E perchè le AG , GF 
j sono maggiori di AF * , o sia di FH 5 se ne tolga 
di comune FG , e sarà la rimanente AG maggiore 
della rimanente GH . Ma AG è uguale a GD ; 
diinqne GD è maggiore di GH : la minore della 
maggiore ; il che è impos.sibile . Quindi la linea 
retta tirata dal punto F all’ altro G , prolungata 
non cadrà fuori del contatto A ; e perciò necessa- 
riamente vi dovrà passare . 

Se dunque due cerchi si tocchino al di dentro , 
e prendansi i loro centri ; la linea retta , che unisce 
questi centri , se si prolunghi , passerà per lo con- 
tatto di essi corchi. C.B.D. 
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PROPOSIZIONE XII. * 

^ 1 

TEOREMA. 

Se due cerchi si tocchino al di fuori ; la linea 
retta che unisce i loro centri passerà per lo contatto. 

I due cerchi ABC , ADE si tocchino al di fiio- fii- 74* 
ri in A ; e si prenda il centro del cerchio ABC , 
che sia F , come pure il centro G dell’ altro cer- 
chio ADE ; dico che la linea retta , che si lira dal 
punto’ F all’ altro G dovrà passare per lo contat- 
to A . 

Poiché se può succedere , cada come FCDG , e si 
uniscano le FA , AG . Or essendo F il centro del 
cerchio ABC , sarà AF uguale ad FC . Per la stessa 
ragione , poiché G é il centro del cerchio ADE , 
sarà AG uguale a GD . Ma si é dimostrata AF 
uguale ad FC ; dunque le FA , AG sono uguali al- 
^e FC , DG ; e quindi tutta FG é maggiore delle 
FA, AG. Ma n’è anche minore * 5 il che è impos- * zo. 1 
sibile . Quindi la linea retta tirata da F a G dovrà 
necessariamente passare per lo contatto A 

Se dunque due cerchi si tocchino al di fuori ; la 
linea retta , che unisce i loro centri passerà per lo 
contatto . C.B.D, 
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Proposizione xiii. 

TEOREMA. 

• 

Un cerchio non può toccare un altro cerchio in 
più di un punto , o che lo tocchi al di dentro , o 
al di fuori . 

flg. 75. S’ è possibile , il cerchio ABDC tocchi T altra 
cerchio EBFD , prima al di dentro in più di un 
punto , vale a dire in B, e D ; si prenda il centro G 
deJ cerchio ABDC , e ’l centro H idt H’ altro cerchio 
EBFD -, dovrà la linea retta , che si tira dal punto 

*11. Ili G all’ altro H, passare [xir gli punti B , e D * ca- 
da come la BGHD . E poiché G é il cèntro del 
cerchio ABDC , sarà BG uguale a GD ; quindi BG 
è maggiore di HD ; e perciò BH è molto maggio- 
re di HD . Slmilmente poiché H è il centro del 
cerchio EBFD, BII è uguale ad HD .MaBHsiè 
poc’ anzi dimostrata molto maggiore di HD , U che 
è impossibile . Dunque un cerchio non tocca un al- 
tro cerchio , al di dentro ìu più di un punto. 

Dico che nè tampoco ciò possa avvenire toccan- 
n. a. dolo al di fuori . Perchè se può succedere , il cer- 
chio ACK tocchi il cerchio ABDC al di fuori in 
più di un punto , cioè a dire in A , e C , esi unisca 
AC : ed essendosi presi nella circonferenza del cer- 
chio ACK due punti qualunque A , e C j la linea 
retta , che gli unisci' dovrà cadere dentro di questo 

* 5_ Yj[ cerchio * . Ma il cerchio AKC è fuori del cerchio 

* J. 3 .III ABC * -, quindi anche la linea retta AC è fuori del 

cerchio ABC . Or poiché i punti A e C sono pure 
nella ciiconlbreit^a di questo cerchio ABC, la linea retta 
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AC deve anche cadere dentro di 'esso , il che è 
impossibile. None dunque vero , che un cerchio toc- 
chi al di fuori un altro cerchio in più di un punto . 

Si è anche dimostrato , che ciò uè anche avvenga 
toccandolo al di dentro . 

Dunque un cerchio non può toccare un altro cer- 
chio in più di un punto , o'che lo tocchi al di 
denti’O , o al di fuori , C.B.D. 



PROPOSIZIONE XIV. 

teorema. 



Nel cerchio le linee rette uguali sono ugual- 
mente distanti dal centro ; e quelle linee rette , che 
sono ugualmente distanti dal centro sono uguali . 



Sia il cerchio ABDC , ed in esso le linee rette fig. 76. 
uguali AB , CD ; dico che queste sieno ugualmente 
distanti dal centro . 

Prendasi il centro del cerchio ABDC , che sia 
E , da esso si tirino le EF , EG perpendicolari 
alle AB , CD , e poi si uniscano le AE , EC . E 



poiché la linea retta EF tirata per Incentro, divide 1’ 
altra AB non tirata per Io centro ad angoli retti , la 
dividerà per metà * ; perciò AF è uguale ad FB 5*3. JH 
e quindi AB è doppia di AF ; e per la stessa ra- 
gione anche CD è doppia di CG . Ma AB è ugua- 
le a CD ; dunque anche AF è uguale a CG . Or 
essendo AE uguale ad EC , sarà il quadrato di AE 
uguale a quello di EC . Ma al quadrato di AE vi 
sono uguali i quadrati di AF , e di FE , perchè 
è retto 1 angolo in F * 3 ed al quadrato di EC , * 47* I 
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sono slmilmente uguali i quadrati di EG , e di GC 
per esser retto 1 ’ angolo in G . Perciò i quadrati 
di AF , e di FE sono uguali agli altri di CG , e di 
GE : è poi il quadralo di AF uguale a quello dj 
CG , perchè AF è uguale a CG; quindi il rima- 
nente quadrato di EF è uguale al rimanente qua- 
drato di EG ; per lo ciré FE è uguale ad EG. Or 
le linee rette tirate dentro di un cerchio diconsi esser 
ugualmente distanti dal centro, quando le perpendico- 
* d.4. Ili l“ri tirate dal centro su di esse sono uguali * ; 

dunque le AB , CD sono uguahnente distanti dal 
centro . 

Sieno ora le AB , CD ugualmente distanti dal 
centro , cioè sia FE uguale a EG ; dico che AB 
sia anche uguale a CD . 

Imperocché , fatta la stessa costruzione , dimo- 
streremo similmente , che AB sia doppia di AF , e 
CD doppia di CG. E poiché AE è uguale ad EC , 
anche il quadrato di AE è uguale a quello di EC. 
Ma al quadrato di AE sono uguali i quadrati di EF, 
e di FA ; ed a quello poi di EC sono uguali gli 
altri di EG , e di GC : dunque i quadrati di EF , e 
di FA sono uguali ai quadrati di EG, e di GC ; e per- 
ciò essendo il quadrato di EG uguale a quello di 
EF, perchè EG è uguale ad EF ; sarà anche il rimanen- 
te quadrato di AF uguale al rimanente quadrato 
di CG ; e quindi la linea retta AF è uguale alPal- 
tra CG . Ma AB è doppia di AF , e CD di CG : 
perciò anche AB è uguale a CD . 

Laonde nel cerchio le linee rette uguali sono u- 
gualmeute distanti dal centro ; e quelle linee rette, 
che sono ugualmente distanti dal centro sono u- 
guali. C.B.D. 
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PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA. 

Di tutte le linee rette , che si tirano in. un cer~ 
chio , la massima, è il diametro •, delle altre poi sem- 
pre la piti vicina al- centro è maggiore della pili lon- 
tana. ' 

Sia il cerchio ADCD , AD il suo diametro , ed pg. 77. 

E il centro ; più prossima poi al centro sia BC , 
più lontana FG : dico che AD sia la massima, e 
che BC sia maggiore di FG. 

Si tirino dal centro sopra le BC, FG le perpen- 
dicolari EH , ER * . * la. I. 

E poiché BC è più prossima al centro , e n‘ è 
più lontana FG, sai’à EK maggiore di EH* ; si pon- • d.5. III. 
ga perciò EL uguale ad essa EH , e tirata per L 
la LM perpendicolare ad ER, si prolunghi in N. 

Ed essendo EH uguale ad EL , sarà pure BC u- 
guale ad MN * ; si uniscano le EM , EN , EF , * 14. IH. 
EG. E poiché AE è uguale ad EM , ed ED ad EN; 
sarà AD uguale alle ME, EN . Ma le ME , EN so- 
no maggiori di MN * ; perciò anche AD sarà mag- » 
giore diMN. Or le due EM , EN sono uguali alle 
due FE , EG; ed è l'angolo MEN maggiore del- 
r angolo FEG ; quindi sarà la Base MN maggiore 
della base FG * . Ma si é dimostrata MN uguale a * z 4 - !• 
BC ; dunque anche BC é maggiore di FG. 

E perciò di tutte le lineo rette , che si tirano in 
no cerchio , la massima è il diametro ; delle altre poi 

7 
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segipre la più vicina al centro è maggiore della più 
lontana. C.B.D. 

PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMA. 

La perpendicolare , che si tira al diametro di 
un cerchio da un suo estremo , cade fuori del cer- 
chio ; e non potrà condursi ultra linea retta tra la 
circonferenza , e la detta perpendicolare : o , eh' è lo 
stesso , la circonferenza del cerchio passa tra la li- 
nea retta , eh' è perpendicolare al diametro , e queW 
altra linea retta , che comprende col diametro un 
angolo acuto quanto si voglia grande , o che compren- 
de un angolo quanto si voglia piccolo colla perpen- 
dicolare al diametro. 

flg. 78 . Sia il ccrclilo ABC intorno al centro D , ed AB 
il suo diametro ; dico che la linea retta , che dal 
punto A si tira perpendicolare ad AB , cada fuori 
del cerchio. 

Poiché , s’c possibile , cada dentro , come AC , ed 
uniscasi DC . E jwichè DA è uguale a DC , sarà 

* 5. I. pure l’angolo DAC uguale all’altro ACD * . Ma l’an- 

golo DAC è l’etto ; dunque anche 1’ altro ACD sa- 
rà retto c perciò i due angoli DAC , ACD sono 

* 5». I. uguali a due retti; il che è impossibile * . Quindi 

la perpendicolare tirata a BA dal punto A , non 
cadrà dentro del cerchio". Dimostreremo similmente, 
che nè anche cada nella circonferenza ; quindi do- 
vrà necessariamente cader fuori , come la AE- 
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Dico clic da un lai punto A non può condursi ' 
un’altra linea retta tra AE , e la circonferenza ABC. 

Poiché , se può essere , se ne tiri un’ altra , e sia 
FA ; e dal punto D si abbassi sopra essa la per- 
pendicolare DG. Or è retto l’angolo AGD , e per- 
ciò l’altro DAG è minore del retto ; sarà quindi AD I 

maggiore di DG * . Ma DA è uguale a DH; dun-* ig. I. 
que DH è maggiore di DG : la minore della mag- 
giore ; il che è impossibile . Perciò da un tal 
punto non può condursi un’altra linea retta tra la 
circonferenza , e la perpendicolare AE; o , cb’ è lo 
stesso , la circonferenza del cerchio passa tra la li- 
nea retta , eh’ è perpendicolare al diametro , e quel- 
r altra linea retta , che comprende col diametro un 
angolo acuto quanto si voglia grande , o che com- 
prende un angolo quanto si voglia piccolo colla per- 
pendicolare al diametro. 

Cor, È manifesto da ciò , che la linea retta , 
che si tira perjjcndicolare al diametro di un cerchio • 
da un suo estremo , tocchi il cerchio ; e che una 
linea retta tocchi il cerchio solamente in un punto; 
poiché quella , che lo incontra in due punti , cade 
dentro di esso , come si è dimostrato * . Ed inoltre » p.a.III, 
che una sola linea retta possa toccare il cerchio in 
un punto stesso. 
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PROPOSIZIONE XVII. 

PROBLEMA. 

' Da un punto dato nella circonferenza di un 

dato cerchio , o fuori di esso , tirare una linea rettUy 
che tocchi un tal cerchio. 

Sia dato il cerchio BCD , e primiepamente nella 
sua circonferenza il punto D , per lo quale si vuol 
tirare una linea retta , che tocchi un tal cerchio. 

Si ritrovi il centro E del cerchio , e si con- 
giunga il raggio ED , al quale si tiri dal suo estre- 
mo D la perpendicolare DF j sarà questa la tan- 
* i6. III. gente cercata * . 

Che se il punto dato sia fuori del cerchio BCD, 
come appunto lo è il punto A; si prenda similmente il 
centro E del cerchio, e si coiigiunga AE; poi col centro 
• E intervallo E.Asi descriva il cerchio AFG 5 indi dal 
punto D si tiri DF perpendicolare ad EA, e si u- 
niscano le EBF , AB : dico che dal punto A si sia 
tirata AB, la quale tocca il cerchio BCD. 

Poiché E è il centro dei cerrhi BCD , AFG , sa- 
rà EA uguale ad EF , ed ED ad EB . Quindi le 
due AE , EB sono uguali alle due FE , ED : con- 
tengono di più un angolo comune, eh’ è quello in 
E ; dunque la base DF è uguale alla base AB, il 
triangolo DEF è uguale al triangolo EBA , ed i 
rimanenti angoli sono uguali ai rimanenti angoli j 
perciò r angolo EBA è uguale all’ angolo EDF . 
Ma EDF è retto ; dunque anche retto è l'altro EBA: 
or EB è un raggio j e quella linea retta , che si tira 
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perpendicolare al diamclro di un cerchio da un suo 
estremo , tocca il cerchio * : dunque AB tocca il * i6- in- 
cerchio BCD. 

E quindi da un punto dato nella circonferenza 
del cerchio BCD , o fuori di esso , si è tirata una 
lìnea retta , che tocca un tal cerchio. C.B.F. 

PROPOSIZIONE XVIII. 
teorema. 

Se una linea retta tocchi un cerchio , e dal cen^ 
tro si tiri al contatto un' altra linea retta , questa 
sarà perpendicolare alla tangente. 

La linea retta DE tocchi il cerchio ABC nel fig. So. 
punto C ; e prendasi il centro F di questo cerchio, 
dal quale si tiri al punto C la FC : dico che FG 
sia perpendicolare a DE. 

Poiché, se non l'è , dal punto F si tiri FG per- 
pendicolare a DE . Ed essendo retto l’angolo FGC, 
sarà acuto l'altro GCF ; e perciò I’ angolo FGC è 
maggiore dell’ altro FCG . Ma il maggior angolo di 
ogni triangolo è sotteso dal lato maggiore * •, quindi *■ 19 - I- 
FC è maggiore di FG; ed è poi FC uguale ad FB; 
dunque FB è maggiore di FG -, la minore della 
maggiore , il che è impossibile . Perciò FG non 
« perpendicolare a DE . Dimostreremo similmente , 
che verun’ altra lo sia , oltre FC : quindi FC è 
jjerpendicolare a DE. 

E perciò se una linea retta tocchi un cerchio , o 
dal centro al contatto si tiri un’ altra linea retta , 
questa sarà perpendicolare alla tangente. C.B.D. 
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PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA. 

Se una linea retta tocchi un cerchio , e dal con- 
tatto si tiri una perpendicolare alla tangente 5 in 
questa dovrà essere allogato il centro del cerchio. 

fiS- 8 i* La linea retta DE tocchi in C il cerchio ABC, e 
dal punto C si tiri a DE la perpendicolare CA; dico 
che il centro del cerchio sia allogato in questa CA. 

N on sia così 5 ma, se può succedere , sia F’ un tal 
centro , ed uniscasi CF . li poiché la linea retta 
DE tocca il cerchio ABC , e dal contatto al centro 
r 18. III. si è tirata FC ; sarà FC perpendicolare a DE * ; 

quindi 1’ angolo FCE è retto . Ma è anche retto 
l'altro ACE; dunque l’angolo FCE è uguale all'al- 
tro ACE ; il minore al maggiore ; il che è impossi- 
hile . Non è dunque F il centro del cerchio ABC . 
Dimostreremo similmente , che non lo sia verun al- 
tro punto , il quale esista fuori della AC. 

Pe rciò .se una linea retta tocchi un cerchio , e 
dal contatto si tiid una perpendicolare alla tangen- 
te : in questa sarà allogato il centro del cerchio. 
C.B.D. 
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PROPOSIZIONE XX. 

teorema. 

Nel cerchio V angolo al centro è doppio del- 
t angolo alla circonferenza , quando abbiano per ba~ 
se lo stesso arco. 

Sia il cercliio ABC , al cui centro vi stia l’ ango- 
lo BEC , e r altro BAC alla sua circouierenza ; e 
questi abbiano jier base lo stesso arco BC : dico 
che l’angolo BEC sia dopjiio dell’altro BAC. 

In primo luogo il centro E sia dentro dell’angolo 
BAC , e si unisca AE, la quale si produca in F. E 
poiché EA è uguale ad EB; sarà anche l’angolo EAB 
uguale all’ angolo EBxV : e perciò gli angoli EAB , 
EBzV sono il doppio dell’angolo EAB. Ma l’ango- 
lo BEF è uguale agli angoli EAB, EBA * ; duii- ' 
que l’angolo BEF è doppio dell’ angolo EAB. Per 
la stessa ragione anche l’angolo FEC è doppio del- 
1’ altro EAC ; quindi tutto l’angolo BEC sarà dop- 
pio di tutto r altro BAC. 

Che se il centro E sia fuori dell’angolo BDC : si 
unisca pure DE , e si prolunghi in G. Dimostrere- 
mo similmente esser l’angolo GEC doppio dell’al- 
tro EDC. Ma anche GEB è doppio di EDB ; quin- 
di sarà il rimanente BEC doppio del rimanente 
BDC. 

E perciò nel cerchio l’ angolo al centro è dop- 
pio di quello alla circonferenza , quando hanno per 
base r arco stesso. C.B.D. 
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PROPOSIZIONE XXI. 

Teorema. 

Crii angoli nello stesso segmento di cerchio sono 
tra di loro uguali . 

85. Sia il cerchio ABCDE , e nello stesso segmento 
BAED vi sieno gli angoli BAD , BED : dico esser 
questi tra di loro uguali . 

Si prenda il centro del cerchio ABCDE , che si* 
F ; e se il segmento BAED è maggiore del semi- 
cerchio , si uniscano le BF , FD . E poiché 1’ angolo 
BFD è al centro , e l' altro BAD alla circonferen- 
za , ed hanno essi per base lo stesso arco BCD ; 

III. sarà l’angolo BFD doppio dell’angolo BAD*. Per 
la stessa ragione l’ angolo BFD è anche doppio 
dell’ angolo BED ; quindi 1’ angolo BED sarà uguale 
all’altro BAD. 

a Che se poi il segmento BAED nel quale sono gli 
angoli BAD, BED non è maggiore de 1 .semicerchio, 
si tiri AF al centro F , e prodottala in C , si uni- 
sca EC ; sarà quindi il segmento BAEC maggiore 
del semicerchio ; c perciò saranno uguali gli angoli 
BAC , BEC , che sono in esso . Per 1’ istessa ra- 
gione sono anche uguali gli angoli CAD , CED, che 
sono nel segmento DABC maggiore del semicerchio ; 
e perciò tutto 1’ angolo BAD è uguale a tutto 1’ al- 
tro BED . 

Quindi gli angoli nello stesso segmento di cer- 
chio sono tra di loro uguali C.B.D. 
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PROPOSIZIONE XXII. 

Teorema. 

Gli angoli opposti dei quadrilateri., che descri- 
ronsi in un cerchio sono uguali a due retti . 

Sia il cerchio ABCD , ed in esso siavi descritto fiS- 
il quadrilatero ABCD ; dico che gli angoli opposti 
di un tal quadrilatero sieno uguali a due retti . 

Si uniscano le AC , BD . E poiché i tre angoli 
di ogni triangolo sono uguali a due retti * ; saran- * S». J. 
no i tre angoli CAB , ABC , BCA del triangolo 
ABC uguali a due retti . Ma 1' angolo CAB é uguale 
all' angolo BDC , perchè sono nello stesso segmen- 
to BADC* , e similmente 1’ angolo ACB è uguale al-* ai. III. 
l'altro ADB , per essere nel medesimo segmento ADCB; 
quindi tutto 1' angolo ADC è uguale agli angoli 
BAC , ACB ; vi si aggiunga di comune l’ angolo ABC; 
e saranno gli angoli ABC, BAC, ACB uguali agli an- 
goli ABC , ADC . Ma gli angoli ABC , BAC , ACB , 
sono uguali a due retti * ; perciò anche gli angoli* 5a. I. 
ABC , ADC saranno uguali a due retti . Dimostre- 
remo similmente , che sieno uguali a due retti gli 
angoli BAD , DCB . 

Dunque gli angoli opposti dei quadrilateri , che 
si descrivono in un cerchio sono uguali a due ret- 
ti . C.B.D. 
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PROPOSIZIONE. XXIIL 

TEOREMA. 

Sopra una stessa linea retta , ed alla medesima 
parte di essa , non si possono costituire due seg- 
menti di cerchio simili , e disuguali . 

Jig. 85. Se può avvenire , sopra la stessa linea retta AB , 
si costituiscano, alla medesima parte , i due segmen- 
ti di cercliio ACB,ADB, cLc sieno simili, e disuguali; 
si tiri ACD,e si uniscano leCB,BD. Epoicbèil segmen- 
to ACB è simile all'altro ADB, e che i segmenti 
simili di cerchio sono quelli , che contengono angoli 
uguali -, sarà 1' angolo ACB uguale all' altro ADB : 
• 16 . 1 r esteriore all’ interiore ; il che non può essere * . 

E perciò non si possono costituire sopra una stes- 
sa linea retta , ed alla medesima parte di essa , due 
segmenti di cerchio simili , e disuguali . C.B.D. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

T E o R EM A. 

/ segmenti simili di cerchio costituiti sopra li- 
nee rette uguali sono tra di loro uguali . 

fig. 86. Sieno costituiti sopra le uguali lince rette AB, CD 
i segmenti simili di cerchio AEB , CFD ; dico che 
il segmento AEB sia uguale all’ altro CFD. 

Imperocché se s’ intenda applicato il segmento 
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AEB sull’ altro CFD , in maniera , che il pun- 
to A cada sull’ altro C , e la linea retta AB sulla 
CD ^ dovrà cadere anche il punto B in D , perchè 
AB è uguale a CD: e perciò , combaciando la linea 
retta AB coll’ altra CD , anche il segmento AEB 
dovrà combaciare col segmento CFD*; e per conse-» 33. HI. 
gucnza gli sarà uguale . ' 

E quindi i segmenti simili di cerchio costituiti 
sopra linee rette uguali souo tra di loro ugua- 
li C.B.D. 



PROPOSIZIONE XXV. 

PROBLEMA. 

Dato un segmento di cerchio , descri\>ere quel 
cerchio di cui è segmento , 

Sia dato il segmento di cerchio ABC ; fa d’ uopo fig. 87 . 
descrivere il cerchio , di cui ABC^ è segmento . 

Si divida AC per metà in D : poi dal punto D 
si tiri DB perpendicolare ad essa AC , e si unisca 
AB ; sarà r angolo ABD o uguale all’altro BAD , o 
pure ineguale . 

Sia primieramente l’ angolo ABD uguale all’ ango- 
lo BAD, sarà anche AD uguale a BD * , e quindi * 5. I. 
a DC . Per lo che , essendo tra loro uguali le tre 
linee rette AD , DB , DC , sarà D il centro dcd cer- 
chio ; e quindi se col centro I) , intervallo DA , o 
DB , o DC si descriva il cerchio , questo passe- 
rà anche per gli altri punti , c si sarà descritto il 
cerchio , di cui ABC è segmento . E perchè il cen- 



Digitized by Googl 




Lib. S. 

R. 2, 3 

* 23. I. 

• 5. I. 

M- I- 
' £>. III. 



io8 fliElemekti 

tro D è allogato nella AC , il segmento ABC sari! 
semicerchio . 

Che se poi gli angoli ABD , BAD sicno disugua- 
li : si costituisca alla linea retta AB, ed al punto A 
in essa l’ angolo BAE uguale all’ altro ABD * ; poi si 
prolunghi, se bisogna , DB in E, e si unisca EC . E 
poiché l’angolo ABE è uguale all’ angolo BAE , sarà 
la linea retta BE uguale all’ altra EA * . Or AD è 
uguale a DC, e DE è comune ; quindi le due AD, DE 
sono uguah alle due CD,DE , ciascuna a ciascuna ; 
anche l'angolo ADE è uguale all’ angolo CDE , poi- 
ché ciascuno è retto ; dunque la base AE è uguale 
alla base EC * . Ma si è anche dimostrata AE ugua- 
le ad EB ; perciò le tre linee rette AE , EB , EC 
sono uguali tra loro ; e quindi E é il centra del 
cerchio * . Laonde se descrivasi il cerchio col con- 
tro E , e con un intervallo uguale ad una delle AE, 
EB , EC , un tal cerchio passerà anche per gli ri- 
manenti punti , e sarà quello che cercavasi . Ed è 
manifesto , che se 1’ angolo ABD sia maggiore del- 
r angolo BAD , il centro E debba cadere fuori del 
segmento ABC , il quale sarà perciò minore del se- 
micerchio ; che se poi 1’ angolo ABD sia minore 
dell’ altro BAD , il ceuli-o E cadrà dentro del seg- 
mento ABC , il quale sarà perciò maggiore del se- 
micerchio . 

Dunque . dato un segmento di cerchio , si è de- 
scritto il cerchio di cui è segmento , C.B.F. 
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PROPOSIZIONE XXVI. 




T E O R E M i. 

Nei cerchi uguali , gli angoli uguali insistono 
sopra archi uguali , o che gli angoli stiano ai cen- 
tri , o pure che stiano alle circonferenze . 

Siono i cerchi uguali ABC , DEF , ed in essi gli fig. 83. 
angoli uguali BGC , EHF , posti ai centri , gli altri 
BAC , EDF posti alle circonferenze : dico che 1’ arco 
BKC sia uguale all’ altro ELF . 

Si uniscano le BC , EF . E poiché 1 cerchi ABC, 

DEF sono uguali , saranno- nuche uguali i loro rag- 
gi * ; quindi le due BG , GC sono uguali alle due* d.i.III. 
altre EH , HF ; ma è pure 1’ angolo in G uguale 
all’ angolo in H •, dunque la b.ise BC è uguale alla 
base EF * . Or essendo l’ angolo in A uguale a ♦ 4 . 
quello in D , il segmento BAC sarà simile al seg- 
mento EDF *. Ma sono anche costituiti sulle li- ’d. 11 . Ili 
nee rette uguali BC , EF ; ed i segmenti simili di 
cerchio costituiti sopra linee rette uguali sono ugua- 
li * ; perciò il segmento BAC è uguale al segmen- * a4- Ul- 
to EDF . Per la qual cosa essendo tutto il circolo 
ABC uguale a tutto il circolo DEF , anche il rima- 
nente segmento BKC dovrà essere uguale al rima- 
nente ELF ; e perciò l’ arco BKC sarà uguale ai- 
arco ELF. 

Dunque nei cerchi uguali , gli angoli uguali in- 
sistono sopra archi uguali , o che stiano ai centri, 
o pure che stiano alle circonferenze . C.B.D. 
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PFxOPOSIZIONE XXVII. 

TEOREMA. 

Nei cerchi uguali , gli angoli che insistono sopra 
archi uguali sono tra loro uguali , o che stiano ai 
centri , o pure , che stiano alle circonj'erenze . 

ti’' 8n iipuali AEG , DEF , sopra gli uguali 

arclii BC, EF , v’ insi.shino gU .'uigoii EGC , EHF 
ai centri , e gli altri BAC , EDP’ alle circonfe- 
renze ; dico die 1’ angolo BGG sia uguale all’ an- 
golo EHF, e r angolo BAG all’ angolo EDF . 

Priinierameale è chiaro , che se l’angolo BGG sia u- 
guale all’ angolo EHF ; anche 1’ angolo BAC do- 

• 20. III. vrà essere uguale all’ angolo EDF * . Se duncjue 

non è cosi , uno di quei primi angoli è il maggio- 
re ; sia il maggiore BGC, e si costituisca alla linea 
retta BG , ed al punto G in essa l’ angolo BGK. u- 
guale all’ angolo EHF . E poiché gli angoli uguali 

* aG.lII. posti ai centri, insistono sopra archi uguali* ; dovrà 

essere 1’ arco BK ug uale all’ altro EF . Ma EF è 
uguale a BC ; quindi anche BK sarà uguale a 
BC ; il minore al maggiore ; il che è impossibile • 
IVon è dunque 1’ angolo BGC disuguale all’ ango- 
lo EHF ; perciò gli è uguale . È poi 1’ angolo in 
A metà dell’ angolo BGC j e dell’ angolo EHF 
n’è metà l’angolo in D ; quindi 1’ angolo in A è u- 
guale all’ altro in D . 

Dunque nei cerchi uguali gH angoli , che insi- 
stono sopra archi uguali sono tra di loro uguali , 
o che stiano ai centri , o pure , che stiano alle cir- 
coufc-ienzc . C-B.D. 
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PROPOSIZIONE XXVIII. 
teorema. 

Nei cerchi uguali, le linee rette uguali tagliaiv) 
archi uguali , il maggiore al maggiore , ed il mi- 
nore -al minore . 

Sieno i cerchi uguali ABC , DEF , ed in essi le Jtg. 90. 
linee relte uguali BC , EF , le quali taglino gli 
archi maggiori BAC , EDF , ed i minori BGC , 

EHF : dico che sia 1’ arco maggiore BAC uguale 
al maggiore EDF , e 1’ arco minore BGC uguale 
al minore EHF . 

Si prendano i centri K , ed L di essi cerchi , e 
ti uniscano le BK , KC , EL , LF . E poiché i 
cerchi sono uguali , saranno anche uguali i loro 
raggi ; perciò le due BK. , KC sono uguali alle 
dueEL,LF: ma anche la hase BC è uguale alla base 
EF ; quindi 1' angolo BKC è uguale all’ angolo 
ELF . Per la qual cosa dovendo gli angoli uguali po- 
sti ai centri insistere sopra archi uguali * ^ sarà * aS.III. 
I’ arco BGC uguale all’ arco EHF . E poiché tutt’ 
il cerchio ABC é uguale a tutto l’ altro EDF j do- 
vrà il rimanente arco BAC essere uguale al rima- 
nente EDF . 

E perciò nei cerchi uguali , le lince rette uguali 
tagliano archi uguali , il maggiore al maggiore , ed 
il minore al minore . C.B.D. 
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PROPOSIZIONE XXIX. 

TEOREMA. 

Nei cerchi uguali, gli archi uguali sono sottesi da 
linee rette uguali . 

•fig- 90. Sieno i cerclii uguali ABC , DEF , e si prenda- 
no in essi gli archi uguali BGC , EHF , e poi si 
uniscano le BC , EF ; dico che la linea retta BC sia 
uguale all’ altra EF . 

Si prendano i centri K , ed L di essi cerchi , c si 
congiungano le BK , KC , EL , LF . E poiché 
r arco BGC è uguale all' arco EHF ; sarà anche 

* 37. Ili 1 ’ angolo BKC uguale all’ angolo ELF * . Ma sono 
uguali i cerchi ABC , DEF » e perciò i loro rag- 
gi sono anche uguali : quindi le due BK. , KC so- 
no uguali alle due EL , LF ; contengono pure u- 
guali angoli ; sarà dunque la base BC uguale alla 
base EF . 

E perciò nei cerchi uguali , gli archi uguali so- 
no sottesi da linee rette uguali . C.B.D. 

PROPOSIZIONE XXX. 

EROBLEMA. 

Dato un arco di cerchio , dividerlo per metà . 

Sia dato 1 ’ arco di cerchio ADB ; fa d’ uopo di- 

fis- 

per metà . 
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SI unisca AB , e si divida per metà in C ; poi 
dal punto C si tiri CD perpendicolare ad AB, e si 
congiungano le AD , DB . 

E poiché AC è uguale a CB , e CD è comune •, 
le due AC , CD sono uguali alle due BC , CD , 
ciascuna a ciascuna . Ma anche 1’ angolo ACD è 
uguale ^ir angolo BCD , poiché ciascuno di essi è 
retto ; dunque la base AD é uguale alla base DB . 
Or le linee rette uguali tagliano archi uguali , il 
maggiore al maggiore , ed il minore al minore * •, 
ed è r uno , e 1’ altro degli archi AD , DB minore 
del semicerchio : quindi 1’ arco AD sarà uguale all’ 
arco DB. 

E perciò dato un arco di cerchio si é diviso per 
metà . C.B.F. 

PROPOSIZIONE XXXI. 

teorema. 

Nel cerchio , T angolo nel semicerchio è retto- } 
quello poi , eh' è in un segmento maggiore è mino - 
re del retto ; e V altro , eh' è nel segmento minore è 
maggiore del retto . 

Sia il cerchio ABCD, e BC un diametro di esso, 
E il centro 5 si tiri CA , che divide il ceixhio 
nei segmenti ABC , ADC , e si uniscano le BA , 
AD , DC; dico che sia retto 1’ angolo BAC , eh’ è 
nel semicerchio ; che quello, eh’ é nel segmento ABC, 
magg iore del semicerchio , sia maggiore del retto ; e 
minoi’e del retto 1’ altro , eh’ è nel segmento ADC 
minore del semicerchio. 

8 
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Si congiunga AE , e si prolunghi BxV in F . EJ 
essendo BE uguale ad EA, sai-à auclie l’angolo EAB 
* 5. I. uguale all’ angolo EBA " . Slinllmeiite poiché AE è 
uguale ad EC , sarà 1’ angolo ACE uguale all’ an- 
golo CAE : quindi tutto l’angolo BAC è uguale ai 
due angoli ABC , ACB . Ma è pure l’angolo FAC 
esteriore del triangolo ABC uguale ai due ABC , 

• 3a. I. ACB * ; dunque 1’ angolo BAC è uguale all’ angolo 
» j.io. I. FAC , e perciò ciascuno di essi é retto * . Quindi 

r angolo BAC nel semicerchio CAB è retto. 

E poiché i due angoli ABC , BxiC del triangolo 
ABC sono minori di due retti*, e BxVC é retto; sa- 
rà r altro angolo ABC minore del retto : e questo 
è r angolo nel segmento maggiore del semicerchio . 

Or il quadrilatero xiBCD essendo descritto nel cer- 
chio, ed i quadrilateri descritti nei cerchi avendo gli 

* 22 . Uh angoli opposti, uguali a due retti * , saranno gli an- 

goli ABC , ADC uguali a due retti . Ma l’ angolo 
ABC è minore del retto; dunque il rimanente ADC 
sai’à maggiore del retto ; e questo é 1’ angolo nel 
segmento ADC minore del semicerchio. 

E perciò nel cerchio , 1’ angolo nel semicerchio 
è retto ; quello eh’ é nel segmento maggiore é mi- 
nore del retto; e l’altro eh’ é nel segmento minore 
c maggiore del retto . 

Cor. È manifesto da ciò , che se un angolo di 
un triangolo sia uguale al due rimanenti , un tal 
angolo sia retto ; perciocché il suo conseguente è 
uguale agli stessi due altri ; e quando gli angoli 
“* d.io. I. di qua , e di là sono uguali , sono retti * . 
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PROPOSIZIONE XXXII. 

teorema. 

Se una linea retta tocchi un cerchio, e dal con- 
tatto si tiri un' altra linea retta , che lo seghi 5 gli 
angoli , che questa forma colla tangente saranno u- 
guali a quelli costituiti nei segmenti alterni del cer- 
chio. 

La linea retta EF tocchi il cerchio AIjCD in B, 
e dal punto B si tiri in esso cerchio ABCD 1’ altra 
linea retta BD , che lo seghi ; dico che gli ango- 
li, che forma questa BD colla tangente EF sieno uguali 
a quelli , che sono costituiti nelle alterne porzioni del 
cerchio; vale a dire, che l’angolo FBD sia uguale al- 
r angolo, che si costituisce nel segmento DAB , cioè 
ad esso DAB ; e 1’ angolo EBD all’ altro DCB , che 
si costituisce nel segmento DCB. 

Si tiri dal punto B la perpendicolare BA ad EF; 
c preso nell’arco BD un qualsivoglia punto C , si 
uniscano le AD, DC , CB. E poiché la linea retta 
EF tocca il cerchio ABCD nel punto B , e dal con- 
tatto B si è tirata BA perpcndicolai'e ad una tal tan- 
gente ; il centro del cerchio dovrà essere allogato in 
questa BA*; c perciò BA è il diametro di un tal cer- 
chio, e l’angolo ADB nel semicerchio è retto * . 
Qaindi i rimanenti angoli BAD, ABD sono uguali 
ad un retto * . Ma è anche retto 1’ angolo ABF ■; 
dunque l’angolo ABF è uguale agli angoli BAD , 

ABD : se ue tolga di comune T angolo ABD , c sai'à 

* 



fig - 95* 



» IO. Ili 

* 3i. III. 

* 3a. I. 
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il rimanente angolo DBF uguale a quello, ch’è costituito 
nel segmento alterno elei cerchio , cioè all’ angolo 
BAD . E poiché il quadrilatero ABCD è descritto 
nel cerchio , i suoi angoli opposti sono uguali a due 

* 22. III. retti *: e perciò gli angoli DBF, DBE sono uguali 

• i5. I. agli angoli BAD, BCD*. Ma si è dimostrato l’an- 

golo BAD uguale ali’ altro DBP’ ; quindi il rima- 
nente angolo DBE sarà uguale a quello , che si co- 
stituisce nel segmento alterno del cerchio , cioè all’ 
angolo DCB. 

Se dunque una linea retta tocchi un cerchio , e 
dal contatto si tiri un’ altra linea retta , che lo se- 
ghi ; gli angoli , che questa forma colla tangente 
saranno uguali a quelli costituiti nei segmenti alter- 
ni del cerchio. C.B.D. 

PROPOSIZIOA' E XXXIII. 

PROBLEMA. 

Sopra una data linea retta descri\>ere un seg- 
"mento di cerchio , il qual contenga un angolo Ugua- 
le ad un angolo rettilineo dato. 

fS- o4* linea retta AB, e dato pure l’angolo 

rettilineo C ; la d’ uopo descrivei’e sulla data linea 
retta AB un segmento di cerchio , il qual contenga 
un angolo uguale a C. 

^ j Se r angolo C è retto, si divida AB per metà in 
F, e col centro F , intervallo AF , o FB si de- 
scriva il semicerchio AEB: sarà l’angolo AED nel 
» 3i. jij semicerchio uguale all’angolo retto C *. 
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Che se poi l’angolo C non è retto; allora si costitui- 
sca alla linea retta ÀB, ed al punto À in essa l'an- n. a , 3 . 
golo BAD uguale all’ angolo C , e si tiri dal punto 
A la perpendicolare A E alla linea retta AD : poi si 
divida AB per metà in F , dal punto F si tiri FG 
perpendicolare ad AB , e si unisca GB . E poiché 
AF è uguale ad FB, ed FG è comune; le due AF, 

FG sono uguali alle due BF , FG : è pure l’angolo 
AP’G uguale all’ angolo BFG ; perciò la base AG è 
uguale alla base GB. Per la qual cosa il ceixhio de- 
scritto col centro G intervaTO AG , passerà anche 
per B : si descriva , e sia AEB . E poiché dall’ e_ 
stremo A del diametro AE gli si è tirata la per- 
pendicolare AD ; questa dovrà toccare il cerchio 
AEB * . Ma si é poi dal contatto A tirata l’altra » jjj 
linea retta AB , che lo sega ; quindi 1 ’ angolo BAD 
è uguale a quello , che si costituisce nel segmento 
AHB alterno del cerchio *; e pei'ciò essendo l’an-* 3^ III 
golo BAD uguale all’angolo C ; anche l’angolo, ch’é 
nel segmento AHB sarà uguale all’ angolo C. 

Dunque sopra la data linea retta AB si è descrit- 
to il segmento di cerchio AHB, il qual contiene uu 
angolo uguale al dato C. C.B.F. 
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PROPOSIZIONE XXXIV. 

' PROBLEMA. 

Tagliare ila un cerchio dato un segmento , che 
contenga un angolo uguale ad un dato angolo ret- 
tilineo. 

Jlg. y5. Sia dato il .cei'cliif^^BC , c dato anclie P angolo 
rettilineo D : fa d’ u^o tagliare dal cerchio ABC 
un segmento , che sia capace di un angolo uguale 
al dato D. 

Si tiri la linea retta EF la quale tocchi il cer- 
17. III. chic ABC in un punto B * ; e poi si costituisca 
alla linea retta BF , ed al punto B in essa , l'angolo 
F'BC uguale all’ angolo D. 

E poiché la linea retta EF tocca il cerchio ABC 
nel punto B, e dal contatto B si è tirata BC ; sari 
r angolo FBC uguale a quello , che si costituisce 
• 32. III. nel segmento alterno del cerchio*. Ma l’angolo FBC 
è uguale all’ angolo D ; dunque anche 1’ angolo , 
eh’ è nel segmento BAC sarà uguale all'angolo D. 

E perciò dal dato cerchio ABC si è tagliato il 
segmento BAC, che contiene un angolo uguale al 
dato angolo rettilineo D. C.B.F. 
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PROPOSIZIONE XXXV. 
teorema. 

Se in un cerchio due lince rette si seghino scam- 
bievolmente ; il rettangolo contenuto dai segmenti di 
mici é uguale a ciucilo ^ che si contiene dai seg- 
menti dell' altra. 

Si scgliino scambicvobncutc nel cerchio ABCD le fig- 96- 
due linee retle AC , BÌ 3 nel punto E ; dico che il 
rettangolo contenuto da AE , ed EC sia uguale a 
quello , che si contiene da DE , ed EB. 

Poiché se le AC , BD passino per lo centro , sic- rt. 1. 
che sia E il centro del cerchio ABCD , è manife- 
sto, che essendo uguali le AE , EC , DE , EB , an- 
che il rettangolo contenuto da AE , ed EC sia u- 
guale a quello , che si contiene da DE , ed EB. 

Pas^^ adesso una delle linee rette BD per lo cen- a 2. 

tro , c seghi ad angoli retti in E 1 ' altra AC , che 
non passa per lo centro . Si divida per metà la BD 
in F , e sarà F il centro del cerchio ABCD ; indi 
si eonglunga AF . E poiché la linea retta BD 
tirata per lo centro sega ad angoli retti 1' altra li- 
nea retta AC , non tirata per lo centro ; sarà AE 
uguale ad EC *. Or essendo la linea retta BD di-* 3. m. 
visa in parli uguali in F, ed in parti disuguali in 
E ; il rettangolo di BE in ED insieme còl quadra- 
to di EF é uguale al quadrato di FB * , o sia di» 5 . ir. 

FA . Ma al quadrato di FA sono pure uguali i 
quadrati di AE , e di EF *: perciò il rettangolo di * 4 ?- 
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BE in ED insieme col quadralo di EF è ugnale ai 
quadrati di AE , e di EF ; se ue tolga di comune 
il quadrato di EF ; sarà il rimanente rettangolo 
di BE in ED uguale al rimanente quadrato di AE, 
cioè al rettangolo di AE in EC. 

Che se la BD, tirata per lo centro, non seghi ad an- 
goli retti r altra AC, non tirata per lo centro , nel 
punto E. Si divida anche BD per metà in F; sarà 
F il centro del cerchio; indi si unisca AF, e dal cen- 
tro F si tiri ad AC la perpendicolare FG ; sarà 
AG uguale a GC ; e perciò il rettangolo di AE in 
EC insieme col quadrato di EG è uguale al qua- 

* 5. 11. drato di AG*. Laonde se vi si aggiunga di comune il 

quadrato di GF , sarà il rettangolo di AE in EC 
insieme co’ quadrati di EG, e di GF uguale ai qua. 
drati di AG , e di GF . Ma ai quadrati di EG , 

* 47- L ® ^ uguale il quadrato di FE * ; ed ai qua- 

drati di AG , e di GF è uguale il quadrato di AF: 
quindi il rettangolo di AE in EC insieme col qua- 
drato di FE è uguale al quadrato di AF o sia 
di FB . Per l'istessa ragione anche il rettangolo di 
DE in EB insieme col quadrato di FE è ugua- 
le al quadralo di FB ; perciò il rettangolo di AE 
in EC insieme eoi quadrato di FE è ugnale al 
rettangolo di DE in EB insieme col quadrato di 
FE ; e quindi togliendone di comune il quadrato di 
FE; sayà il rimanente rettangolo di AE in EC u- 
guale al rimanente rettangolo di DE in EB. 
fi. 4 . Finalmente nè 1’ una , nè 1’ altra delle AC , BD 
passi p>er lo centro F del cerchio ABCD . Si 
tiri per lo punto E , ove s’ intersegano quelle li- 
nee rette , il diametro GEFU . £ poiché il rettan- 
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golo di AE in EC si è dimostrato uguale all’ altro 
di GE in EH ; e che a quest' istesso rettangolo di 
GE in EH è pure uguale quello di BE in ED; sarà il 
rettangolo di AE in EC uguale a quello di BE in 
ED. 

E quindi se in un cerchio due linee rette si se- 
ghino- scambievolmente ; il rettangolo contenuto dai 
segmenti di una è uguale a quello, che si contiene 
dai segmenti dell’ altia. C.B.D. 

PROPOSIZIONE XXXVI. 

TEOREMA. 

Se fuori di un cerchio si prenda un qualunque 
punto , e da questo cadano nel cerchio due linee 
rette , delle quali una seghi il cerchio , V altra lo 
tocchi ; il rettangolo contenuto da tutta la segante, 
e dal segmento esteriore , eh' è tra il punto, e la cir- 
conferenza convessa sarà uguale al quadrato della 
tangente. 

Fuori del cerchio ABC si prenda un qualunque jfg, 
punto D , dal quale cadano nel detto cerchio le 
due linee rette DCA, DB; e DCA seghi il cerchio 
ABC , DB lo tocchi : dico che il rettangolo di AD 
in DC sia uguale al quadrato di DB. 

Imperocché la linea retta DCA o passa per lo ». i. 
centro , o non vi passa . Passi primieramente per lo 
centro del cerchio ABC, che sia E , e si unisca EB; 
sarà retto l’ angolo EBD * : e perciò la linea retta * jg jjj 
AC trovandosi divisa per metà in E , ed aggiunta per 
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dritto .1(1 essa CD ; il rettangolo di AD in DC insieme: 
col quadrato di EC sarà uguale al quadrato di ED*. 
Ma CE è uguale ad Eli : dunque il rettangolo di 
AD in D<i iiisieivie co! quadrato di EB è uguale 
al quadrato di ED. Or il quadrato di ED è ugua- 
le ai quadrati di EB, e di BD, percliè è retto l’an- 
golo EBD ; perciò il rettangolo di AD in DC in- 
sicme col quadrato di EB è uguale al quadrati di 
EB, c di BD ; se ne tolga di comune il quadrato 
di EB, e sarà il rimanente rettangolo di AD in DC 
uguale al quadrato della tangente DB. 

Or non passi la segante DC A per lo centro del cerclno 
ABC si prenda il centro E -, da esso si abbassi so- 
pra AC la perpendicolare EF , e si uniscano le EB, 
EG , ED ; è dunque retto V angolo EFD . E poi- 
ché la linea retta EF, tirata jier lo centro , sega la 
linea retta AC , non tirata per lo centro, ad angoli 
retti •, la dividerà per metà; ed è perciò AF uguale 
ad FC . Similmente poiché la linea retta AC é di- 
visa in parti uguali in F , e le sta per dritto CD ; 
il rettangolo di .'^.D in DC insieme col quadrato 
di FC dovrà essere uguale al quadrato di ED ; vi 
si aggiunga di comune il quadrato di FE , e sarà 
il rettangolo di AD in DC insieme co’ quadrati di 
CF , e di FE uguale ai quadrati di DF , c di FE. 
Ma al quadrati di DF, e di FE é uguale il qua- 
dralo di DE, perchè è retto l'angolo EFD 5 ed ai 
quadrali di CF, e di FE è uguale il quadrato di 
CE; perciò il rettangolo di AD in DC insieme col 
quadralo di CE è uguale al quadrato di ED. Ma 
sono anche i quadrati di EB,ediBD uguali al qua- 
drato di ED , per esser retto l’angolo EBD *j duit- 
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qiic il rettangolo di AD in DC insieme col qua- 
drato di EB è uguale ai quadrati di EB , e di BD. 
Or se ne tolga di comune il quadrato di EB ; sarà 
il rimanente rettangolo di AD in DC ug^lale al 
quadrato di BD, • 

E quùidi se fuori di un ccrcbio si prenda un 
qualunque punto ^ e ciò che segue. C.B.D. 

PROPOSIZIONE XXXVII. 



. teorema. 

Se da un qualunque punto preso fuori di un 
cerchio si tirino al cerchio due linee rette , una se- 
gante , e r ultra incidente ; e sia il rettangolo con- 
tenuto da tutta la segante , e dalla parte sua este- 
riore , eh' è tta'l punto , e la circonferenza convessa, 
uguale al quadrato dell incidente ; una tal incidente 
toccherà il cerchio. 



Fuori del cerchio ABC si prenda un qualunque 
punto D , e da esso cadano nel cerchio ABC le due 
linee rette DCA , DB , e DCA sia una segante del 
cerchio , DB poi un incidente ; e sia il rettangolo 
di AD in DC uguale al quadrato di DB ; dico che 
questa DB tocchi il cerchio ABC. 

Imperocché si tiri DE , che tocchi il cerchio 
ABC * ; poi si prenda il centro di questo cerchio 
ABC, che sia F , e si uniscano le FE , FB , f'D ; 
sarà retto l' angolo FED * . E poiché DE tocca il 
cerchio ABC , e DCA lo sega , sarà il rettangolo di 
AD in DC uguale al quadrato di DE *.Ma il rct- 



fiS- 9^- 
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tangolo di AD in DC si suppone uguale al quadra- 
to di DB ; dunque il quadrato di DE sarà uguale 
al quadrato di DB; e perciò la linea retta DE sarà 
ugualg all’altra DB. È poi anche FE uguale ad 
FB ; perciò le due DE , EF sono uguali alle due 
DB,BF , ciascuna a ciascuna ; la base FD è comu- 
ne ; dunque l’angolo DEF è uguale all’angolo DBF. 
Ma r angolo DEF è retto ; quindi anche 1’ altro 
DBF sarà retto. È pò? FB prodotta un diametro, e 
la perpendicolare che si tira al diametro di un cer- 
* i6. III. chio, da un suo estremo, tocca il cerchio *; dun- 
que DB tocca il cerchio ABC. 

E perciò se fuori di un cerchio si prenda un 
qualunque punto , e le cose che seguono. C.B.D. 
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TL QUARTO LIBRO 

DEGLI 

ELEMENTI DI EUCLIDE. 



DEFINIZIONI. 

I. XTna figura rettilinea si dice iscriversi in un’ 
altra figura rettilinea , quando ciascun angolo della 
figura iscritta tocca ciascun lato di quella nella qua- 
le s’iscrive. 

II. Similmente si dice una figura rettilinea circo- 
scriversi ad un’ altra , allorché ciascun lato della 
circoscritta tocca ciascun angolo di quella intorno 
alla quale si circoscrive. 

III. Una figura rettilinea si dirà iscriversi in un 
cerchio , quando ciascun angolo di quella figura 
rettilinea tocca la circonferenza del cerchio. 

IV. Una figura rettilinea si dirà poi circoscriversi 
ad un cerchio , quando ciascun lato di quella figu.. 
ra rettilinea tocca la circonferenza del cerchio. 

V. Similmente un ‘cerchio si dirà iscriversi in 
una figura rettilinea , quando la circonferenza del 
cerchio tocca ciascun lato di quella figura rettilinea 
nella quale s' iscrive. 

VI. Un cerchio si dirà circoscriversi ad una figu- 
ra rettilinea , allorché la circonferenza del cerchio 
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torca ciascun angolo della delta figura rettilinea . 

VII. Una reità si dirà adattarsi in un cerchio , 
quando i suoi termini sieno nella circonferenza del 
cerchio. 



PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. 

In un dato cerchio adattare una linea retta u- 
guale ad un' altra linea retta data , che non sia 
maggiore del diametro del cerchio. 

Jìg- 99- Sia dato il cerchio ABC , c data pure la linea 
retta D , non maggioi’C del diametro del cerchio ; 
fa d’ uopo adattare nel cerchio ABC una linea ret- 
ta uguale all’ altra D.' 

. Si tiri il diametro BC del cerchio ABC . Che se 
BC sia uguale a D , si sarà fatto ciò , che s’ era 
proposto 5 poiché nel cerchio ABC si è adattata la 
linea retta BC uguale all’altra D . Se poi non l'è; 
iS.III. RC dovrà essere maggiore di D* ; si ponga perciò CE 
uguale a U^'poi col centro C, intervallo CE si descriva 
il cerchio AEF , e si unisca CA. E poiché il pun- 
to C è il centro del cerchio AEF , sarà CA ugua- 
le a CE . Ma D è pure uguale a CE ; dunque sa- 
rà D uguale ad AC. ‘ 

E perciò nel dato cerchio ABC si è adattata la 
linea retta AC uguale alla data D , che non è mag- 
giore del diametro del cerchio. C.B.F. 
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PROPOSIZIONE II. 

P K O B L E M 1. 

In un dato cerchio iscrii>ere un triangolo equi- 
angolo ad un triangolo dato. 

Sia dato il cercliio ABC , e dato il triangolo 
DEE ; fa d’ uopo i.scrivere nel cerchio ABC un txù- 
angolo equiangolo al triangolo DEF. 

Si tiri la litica retta GAH , che tocchi il cerchio 
ABC nel punto A : poi alla linea retta AH , ed 
al punto A in essa , si costituisca l’angolo II AC u- 
guale all’angolo DEI' *: e slmilmente alla linea ret- 
ta GA , ed al punto A in essa si costituisca l’ango- 
lo GAB uguale all’angolo DFE, e si unisca BC. 

E poiché la linea retta HAG tocca il cerchio 
ABC , e dal contatto si è tirata AC , sarà 1' an- 
golo HAC uguale a quello, ch’è costituito nel seg- 
mento alterno del cerchio * , cioè ad ABC . Ma * 
l’angolo HAC è uguale all’angolo DEF ; dunque 
anche l’angolo ABC è uguale all’ angolo DEF. Per 
la stessa ragione è pure l’angolo ACB uguale all’an- 
golo DFE •, quindi il rimanente angolo BAC sarà 
uguale al rimanente FIDF * . E perciò il triangolo* 
ABC è equiangolo al triangolo DEF ; ed è iscritto 
nel cerchio ABC. 

Dunque nel dato cerchio si è iscritto un triango- 
lo equiangolo ad un triangolo dato. C.B.F. 
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PROPOSIZIONE III. 
problema. 

Circoscrivere ad un cerchio dato un triangolo 
equiangolo ad un triangolo dato. 

fig. loi. Sia dato il cerchio ABC , e dato il triangolo 
DEF ; fa d’ uopo circoscrivere al cerchio ABC un 
triangolo erjuiangolo al triangolo DEF. 

Si prolunghi EF dall’ una parte , e dall’altra nei 
punti G , ed H 5 poi preso il centro K del cerchio 
ABC , si tiri comunque la linea retta KB , e si co- 
. stituisca a questa linea retta , ed al punto K in es- 

sa l’angolo BKA uguale all’ angolo DEG , e 1 ’ altro 
BKC uguale all’angolo DFH 5 indi per gli punti A, 
B, eC si tirino le linee rette LAM , MBN , NCL, 

• 17. III. che tocchino il cerchio ABC* . 

E poiché le LM , MN, NL toccano il cerchio 
ABC nei punti A, B , C , e dal centro K si sono ti- 
rale a questi punti A , B , C le linee rette K.A , 

* i8. III. KB , KC ; saranno retti gli angoli in A , B , C * • 

Or gli angoli del quadrilatero AMBK sono uguali 
a quattro retti, poiché esso si divide in due triangoli 
i quali hanno retti gli angoli KAM , KBM ; per- 
ciò saranno i rimanenti angoli AKB,AMB uguali a 
due retti. Sono poi anche gli angoli DEG, DEF uguali 
a due retti ; perciò gli angoli AKB , AMB sono 
uguali agli angoli DEG, DEF . Ma l’angolo AKB è 
uguale all’altro DEG; quindi sarà il rimanente angolo 
AMB uguale al rimanente DEF . Dimostreremo si- 



« 
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jnilmcnte cbe l’angolo LNM è uguale all’ altro DFE ; 

€ perciò il rimanente MLN è uguale , al rimanente 
EDF * . Laonde il triangolo LMN è equiangolo al * I 
triangolo DEF •. è poi circoscritto al cerchio ABC. 

Dunque ad un dato cerchio si è circoscritto un 
triangolo equiangolo ad un triangolo dato. C.B.F. 

PROPOSIZIONE lY. 



FBOBLEMA. I 

In un dato triangolo iscrivere il cerchio , 

Sia dato il triangolo ABC : fa d’ uopo iscriver- Jfg, loa. 
vi il cerchio . 

Si dividano per metà i due suoi angoli ABC , • 

BCA colle linee rette BD,CD * , le quali convenga-» j 
no tra loro nel punto D; e da questo punto D si ti- 
rino le perpendicolari DE, DF, DG alle linee rette 
AB, BC , CA * . E poiché l’angolo ABD è uguale» X 2 . I 
all’augolo CBD , ed è pure l’angolo retto BED ugua- 
le al retto BFD ; i due triangoli EBD , DBF , che 
hanno due angoli uguali a due angoli , ed un lato 
uguale ad un lato , cioè BD , eh’ è- comune ad en- 
trambi , il qu4 sottende uno degli angoli uguali ; 
avranno anche i rimanenti lati uguali ai rimanenti 
lati • ; e sarà DE uguale a DF . Pw la stessa ra- • ag,. I 
gioiie sarà pure DG uguale a DF ; quindi anche 
DE è uguale a DG : e perciò le tre linee rette DE,DF, 

DG sono tra loro uguali . Per la qual cosa il cer- 
chio descritto col centro D_, intervallo uguale ad una 
delle DE , DF , DG passerà anche per gli rimanenti 

9 
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punti , e toccherà le linee rette AB , BC , CA , per- 
chè sono retti gli angoli in E,F,G: e quella li- 
nea retta , che si lira perpendicolare al diametro 
di uii cerchio , da un suo estremo , tocca il cer- 
* i6. Ili chio * . Dunque ciascuna delle AB , BC , CA tocca 
il cerchio 5 e questo sarà perciò iscritto nel trian- 
golo ABC. 

Quindi nel dato triangolo ABC si è iscritto U 
cerchio EFG . C.B.F. 

•PROPOSIZIONE V. 
teorema. 

Ad un dato triangolo circoscrivere il cerchio , 

Jlg. io5. triangolo ABC ; fa d’ uopo circoscri- 

■vergli il cerchio • 

Si dividano per metà le AB , AC nei punti D ,E^ 

' e da questi punti D , E si tirino alle AB , AC le 
perpendicolari DF,EF , le quali prolungale dovranno 
' necessariamente incontrarsi ; poiché congiunta DE , 

gli angoli EDF,DEF risultano minori di due ret- 
ti : e quando in due linee rette vi cade un’ altra li- 
nea. retta , e fa gli angoli interni ditlla parte stessa 
minori di due retti ; quelle due linee rette prolungale 
» po. 5. debbono incontrarsi * . Dunque le DF , EF pro- 
lungate s’ incontreranno in P’ ; si uniscano le BF, 
FC,FA . E poiché AD è uguale a DB , e DF è co- 
mune , e forma con ciascuna di quelle un angola 
retti ; sarà la hasef AF uguale alla base FB . Simil- 
mente si dimostrerà CF uguale ad FA ; dunque an- 
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clic BF è uguale FC ; e perciò le tre linee# rette 
FA , FB , FC sono uguali tra loro . Per la qual 
cosa il cercliio descritto col centro F , intervallo 
uguale ad una delle FA , FB , FC , passerà anche 
per gli rimanenti punti ; e sarà il cerchio circo- 
scritto al triangolo ABC . 

Dunque ad un dato triangolo si è circoscritto il 
cerchio . C.B.F. 

Cor. È manifesto , che quando il centro del cer- 
chio cade dentro del triangolo , ciascun angolo 
di questo , esistendo in un segmento maggiore del 
semicerchio , sia minore del retto * . Che se poi il cen- 
tro cada in uno de’ lati , 1' angolo , eh’ è sotteso da 
questo lato, esistendo nel semicerchio , sarà retto; 
e cadendo il centro fuori del triangolo , dalla parte 
di uno dei lati , 1’ angolo , eh' è sotteso da questo 
lato , esistendo in un segmento minore del semicer- 
chio , sarà maggiore del retto . E perciò se il 
triangolo dato sia acutangolo , il centro cadrà den- 
tro del triangolo ; se sia rettangolo , cadrà il cen- 
tro in quel lato , che sottende 1’ angolo retto ; e se 
sia ottusangolo , il centro cadrà fuori del triango- 
lo dalla parte del lato opposto all’ angolo ottuso . 



1. m 
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PROPOSIZIONE VI. 

PROBLEM k. 

Tri un dato cerchio iscrivere un quadrato . 

Jfg. io4- dato il cercliio ABCD ; fa d’ uopo iscrivervi 

un quadrato . 

Si tirino i diametri AC , BD del cercbio ABCD 
ad angoli retti tra loro , e si uniscano le AB , BC, 
CD , DA . I . 

E poiché BE è uguale a DE , perchè E è il 
centro, ed EA è comune , e fa angoli retti 5 sarà 

* 4- ^ Ir base BA uguale alla base AD * . Per la stessa ra- 

gione tanto BC , che CD è uguale aBA, oAD; dun* 
que il quadrilatero ABCD è equilatero . Dico che 
. sia anche rettangolo . Imperocché essendo- la linea 
retta BD diametro del cei*chio ABCD , sara BAD 

• 3i. III. un semicerchio ; e perciò 1’ angolo BAD retto * r e 

per la stessa ragione è retto ciascuno degli altri an- 
goli ABC , BCD , CDA ; ond’ è che il quadrilate- 
ro ABCD è rettangolo . Ma si è dimostrato esser 
anche equilatero 5 sarà dunque un quadrato ; ed è i- 
scritto, secondo che si domandava nel cerchio ABCD. 

Quindi nel dato cerchio ABCD si e iscritto il 
quadrato ABCD . C.B.F. 
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PROPOSIZIONE. VII. 

PROBLEMA. 

Ad un dato cerchio circoscrivere un quadrato , 

Sia dato il cerchio ABCD : fa d’ uopo circoscri- j 
vergli un quadralo . 

Si tirino i 'dne diametri AC , BD del cerchio 
ABCD , 1 ’ uno perpendicolare all’ altro , e poi per 
gli punti A, B, C , D si tirino le linee rette FG, 
GH , HK, KF tangenti al cerchio ABCD. * * 

E poiché FG tocca il cerchio ABCD , e dal cen- 
tro al contatto A si e tirala EA ; saranno retti 
gli angoli in A * : e per la stessa ragione sono * 
retti gli angoli nei punti B , C , D . Or essendo 
petto r angolo AEB , ed anche retto 1 ’ altro EBG ; 
sarà GH parallela ad AC * ; e per la stessa ragione 
anche AC è parallela ad FR . Dimostreremo simil- 
mente , che tanto GF , che HK sia parallela a BED; 
perciò i quadrilateri GK , GC , AK , FB , BK , 
sono parallelogrammi ; e quindi GF è uguale ad 
HK , e GH ad FK *. Or poiché AC è uguale a BD 
ed AC é uguale sì a GH , che ad FR ; e parimente 
BD é uguale sì a GF , che ad HK ; sarà sì GH , che 
FK uguale a GF , o ad HK ; e perciò il qua- 
drilatero FGIIK é equilatero. Dico che sia anche ret- 
tangolo Poiché essendo GBEA un parallelogrammo, che 
ha l’angolo AEB retto ; sarà anche retto l’altro AGB *• 
Similmente dimostreremo , che sicno retti gli angoli 
nei punti H , K , F; quindi il quadrilatera FGHK 



%. io 5 . 
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è rettangolo . Ma si è dimostrato equilateror ; A 
dunque un quadrato ; ed è circoscritto al cerchio 

ABCD . 

Perciò ad un dato cerchio si è circoscritto un 
quadrato . C.B.F. 

PROPOSIZIONE. Vili. 

TEOREMA. 

Jn iin^ dato quadrato iscrivere il cerchio . 

Sia dato il quadrato ABCD ; fa d’uopo iscrivervi 
il cerchio . 

fig. 106 . Si divida per metà ciascuna delle AB , AD ne» 
punti F, E; e per E si tiri ad AB , o CD la pa- 
rallela EH; per F poi si tiri FK parallela ad AD , o 
BC . È dunque parallelogrammo ciascuno dei qua- 
drilateri AK, KB, AH, HD,AG,GC, BG , GD; 

* Si* I ^ perciò sono uguali i loro lati opposti * . E poiché 
DA è uguale ad AB, ed AE è metà di AD, AF metà di 
AB -, sarà AE uguale ad AF; perciò sono anche uguali 
i lati opposti ; dunque FG è uguale a GE . Dimo- 
streremo similmente , che sì GII , che GK sia ugua- 
le ad FG, o GE ; quindi le quattro linee rette 
GE , GF , GH , GK sono uguali tra loro : e per- 
ciò il cerchio descritto col centro G , intervallo u- 
guale ad una delle GE , GF , GH, GK passerà an- 
che per gli rimanenti punti , e toccherà le linee 
rette AB , BC , CD , DA ; perchè sono retti gli an- 
goli in E , F , H , K ; ed ogni linea retta , che si 
tira perpendicolai'e al diàmetro di un cerchio da 
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«a suo estremo, toccali cercliio* . Quindi ciascuna m 
delle AB, BC , CD , DA tocca il cerchio 5 e per- 
ciò un tal cerchio sarà iscritto nel quadrato ABCD. 

Si è dunque in un dato quadrato i.critlo il cer-* 
chio. C.B.Fi , 

PROPOSIZIONE. IX. 

•problema. ' 

Ad un quadrato dato circoscrivere il cerchio . 

Sia dato il quadrato ABCD ; fa d' uopo circo- fig. 107. 
sciùvergli il cerchio . 

Si uniscano le AC , BD , le quali s’ interseghino 
in E . E poiché DA è uguale ad AB , ed AC è 
comune; le due DA, AC sono uguali alle due BA , 

AC ; anche la hase DC è uguale alla base CB ; 
quindi sarà 1 ’ angolo DAC uguale all’ angolo BAC ; 
e perciò l’ angolo DAB è diviso per metà dalla li- 
nea retta AC . Similmente dimostreremo , che cia- 
scuno degli angoli ABC , BCD , CDA sia diviso 
per metà dalle linee rette AC , DB . Or poiché P 
angolo DAB é uguale all’ angolo ABC ; ed é l’an- 
golo EAB metà di DAB, come pure l’alti-o angolo EBA 
è metà di ABC ; sarà perciò anche 1 ’ angolo EAB 
uguale all’ angolo EBA ; quindi il lato EA 
sarà uguale al lato EB , Similmente dimostreremo, 
che ciascuna delle linee rette EC , ED sia uguale 
a ciascuna delle EA , EB ; perciò le qpiattro linee 
rette Ex\ , EB , EC , ED sono uguali tra loro . 

Per la qual cosa il cerchio descritto col centro E, inter- 
vallo una delle EA, EB , EC, ED dovrà anche passa- 
re per gli rimanenti punti j e sarà circoscritto al qua- 
drato ABCD . 
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Quindi al dato quadrato si è circoscritto il ccr-^ 
chio. ■C.B.F. 

PROPOSIZIONE. X. 

TEOREMA. 

Costituire un triangolo isoscele , che abbia cia- 
scuno degli angoli alla base doppio del rimanente 

_ Si espoilga una qualche linea retta AB , la qua- 

■' Js si divida nel punto C in modo ,* die il rettan- 

golo contenuto da AB , e BC sia uguale al quadra- 

* 11 . II. to di CA * ; poi cól centro A intervallo AB si 

descrivali circolo BDE, e si adatti in esso la linea ret- 
ta BD uguale ad AC , che non è maggiore del di- 

* I. IN. ametro del cerchio BDE * -, indi congiunta le AD , 

* 5. IV. DC, si circoscriva al triangolo ADC il cerchio ACD *. 

* E poiché il rettangolo di AB in BC è uguale al 
quadrato di AC , ed è AC uguale a BD j sara il 
rettangolo di AB in BC uguale al quadrato di BD. 
Per lo che essendosi preso fuori del cerchio ACD 
il punto B , dal quale cadono in un tal cerchio 
le due linee rette BCA , BD , la prima delle qua- 
li sega il cerchio, l’altra è un’incidente in esso, e tali che 
il rettangolo di AB in BC è uguale al quadrato di 

* Zj. III. BD ; la linea retta BD dovrà toccare il cerchio * - 

Or poiché BD tocca il cerchio ACD , e dal con- 
tatto D si è tirata DC , sarà 1’ angolo BDC uguale 
a quello , che si costituisce nel segmento alterno 

* Sa.III. del cerchio , cioè all’ angolo DAC * . E perciò es- 

sendo r angolo BDC uguale all’ altro DAC ; aggiun- 
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tovi di comune 1’ angolo CD A ; sarà tutto 1' ango- 
lo BDA uguale ai due altri CDA , DAC . Ma agli 
angoli CDA , DAC è anche uguale l’esteriore BCD *; 
dunque l’angolo BDA è uguale all’altro BCD. E’ poi 1’ 
angolo BDA uguale all' angolo CBD ; poiché il lato 
AD è uguale al lato AB : quindi sarà atiche DBA u- 
guale a BCD ; e perciò sono tra loro uguali i tre an- 
goli BDA , DBA , BCD . Or poiché i’ angolo DBC è 

uguale all’ altro BCD ; il lato BD é uguale al lato 

DC . Ma BD si è posto uguale a CA ; dunqne an- 
che AC é uguale a CD : e perciò 1’ angolo CDA é 

uguale all’angolo DAC . Laonde gli angoli CDA ^ 

DAC sono il doppio dell’angolo DAC; ed è poi l’an- 
golo* BCD uguale agli angoli CDA , DAC ; dunque 
anche BCD è doppio di DAC . Ma 1’ angolo BCD 
è uguale a ciascuno degli altri BDA, DBA 5 per- 
ciò ciascun di questi BDA , DBA è doppio di DAB. 

Si è dunque costituito il triangolo isoscele ADB, 
che ha ciascuno degli angoli alla base doppio dal 
rimanente . C.B.F. 

PROPOSIZIONE. XI. 

TEOREMA. 

/re lire dato cerchio iscrivere un pentagono equi- 
latero ed equiangolo . 

• 

Sia dato* il cerchio ABCDE ; fa d’uopo isciùvervi 
un pentagono , equilatero , ed equiangolo . 

Si esponga il triangolo isoscele FGH} il quale abbia 
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' * ciascuno degli angoli in G , ed H doppio dell’ angolo’ 

• IO. IV. in F * ; pois' iscriva nel cerchio ABCDE il triangolo 

• a, IV. ACD equiangolo al triangolo FGH* in modo, che all’ 

angolo in F sia uguale 1’ angolo CAD , ed a ciascuno 
di quelli , che sono in G , ed H sia uguale ciascu- 
no degli altri’ ACD, CDA ; quindi 1’ uno, e l’altrq 
degli angoli ACD , CDA è doppio dell’angolo CAD 
Si divida per metà ciascuno di questi angoli ACD , 
CDA colle linee rette CE , DB j e si uniscano le 
AB , BC , DE , EA . ' 

E poiché ciascuno degli angoli ACD , CDA è 
doppio dello stesso angolo CAD , e si sono quelli 
divisi per metà colle linee rette CE, DB: pei’ciò i cin- 
que angoli DAC , ACE , ECD , CDB, BDA saranno 
tra loro uguali. Or angoli uguali insistono sopra archi 

* 26. III. uguali * ; perciò i cinque archi AB , BC , CD, DE , 

E.A sono uguali tra loro . Ma archi uguali sono sottesi 

* ag. III. da linee rette uguali *; quindi sono anche uguali 

tra loro le cinque linee rette AB , BC , CD , DE 
EA -, e perciò il pentagono ABCDE è equilatero . 

Dico che sia anche equiangolo . Imperocché es- 
sendo l’arco AB uguale all’ arco DE ; aggiuntovi 
di comune 1’ arco BCD , sarà tutto 1’ arco ABCD 
uguale a tutto l’arco EDCB. Ma sull’ arco ABCD v’ 
insiste r angolo AED , e sull’ altro EDCB v insiste 
l’angolo BAE ; dunque l’angolo AED è uguale all’altro 

« jjj BAE * Per la stessa ragione ciascuno degli angoli 
'' ABC, BCD CDE è uguale all’ angolo BAE, o all’ 
altro AED ; quindi il pentagono ABCDE è e juiaù- 
golo -, si é anche dimostrato equilatero . 

E perciò in un cerchio dato si è iscritto un 
pentagono equilatero, ed equiangolo» C.B.F: 
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PROPOSIZIONE XII. 

\ 

F R O E L E M A .. 

Ad un dato cerchio circoscrivere un pentagono 
equilatero , ed equiangolo . 

Sia dato il cerchio ABCDE : fa d'uopo circoscid- Jìg, no. 
vergli un pentagono equilatero , ed equiangolo. 

Si concepiscano essere A , B , C , D , E i vertici 
degli angoli del pentagono iscritto in un tal cer- 
chio * in modo , che gli archi AB, BC, CD,DE,EA* 11. IV. 
sieno uguali ; e per gli punti A , B , C , D , E * si 
tirino al cerchio le tangenti GH , HK , KL , LM , 

MG * : indi preso il centi-o F del cerchio ABCDE, * 17. HI. 
si uniscano le FB , f'K, FC , FL , FD. 

E poiché la. linea retta KL tocca il cerchio 
ABCDE nel punto C , e dal centro F .al contatto 
C si è tirata FC 5 sarà FC perpendicolare a KL*; * 18. III. 
perciò è retto ciascuno degli angoli in C ; e per la 
stessa ragione sono anche retti gli angoli in B , ed 
in D . Or essendo retto l’ angolo FCK , il quadra- 
to di FK è uguale ai quadrati di FC , e di CK : 
e similmente il quadrato di FK è uguale ai qua- 
.drati di FB , e di BK; dunque i quadrati di FC , 
e di CK sono uguali ai quadrati di FB , e di BK. 

Ma di questi quadrati, quello di FC è uguale all'al- 
tro di FB ; quindi il rimanente quadrato di CK sarà 
uguale al rimanente quadrato di BK -, c perciò BK è 
uguale a CK . Ed essendo FB uguale ad FC , ed 
FK comune j le due BF , FK sono uguali alle due 
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CF , FK. ; è pure la base BR uguale alla base 
KC; sarà dunque 1’ angolo BFK uguale all’ angolo 

* 8. I. RFC * , e r angolo BRF all’angolo FRC ; quindi 

r angolo BFC è doppio dell’ angolo RFC , e 1’ an- 
golo BRC è doppio dell’ altro FRC . Per la stessa 
ragione anche 1’ angolo CFD è doppio dell’ angolo 
CFL , e r angolo CLD è doppio dell’ alt^o CLF . 
Or essendo 1’ arco BC uguale all’ arco CD ; l’ango- 

* *7- III- lo BFC sarà uguale all’angolo CFD *. Ma 1’ ango- 

lo BFC è doppio dell’angolo RFC , come pure l’an- 
golo DFC è doppio di LFC ; quindi l’angolo RFC 
è uguale all’ angolo CFL . Per la qual cosa i due 
triangoli FRC , FLC avendo due angoli uguali a 
dfle angoli , ciascuno a ciascuno , ed un lato ugua- 
le ad un lato,, cioè FC , che ad essi è comune , 
avranno i rimanenti lati uguali ai rimanenti lati , 
• z6. I. ed il rimanente angolo uguale al rimanente angolo*; 
è dunque la linea retta RC uguale all’ altra CL , & 
l’angolo FRC uguale all’angolo FLC. E poiché RC è 
uguale a CL ; sai'à RL doppia di RC ; e per la 
stessa ragione anche HR è doppia di BR . Adun- 
que essendos? dimostrata BR uguale a RC ;• ed 
essendo poi RL doppia di RC , come pure HR 
doppia di BR ; sarà HR uguale a RL ; e della stes- 
sa maniera ciascuna delle GH, GM, ML si dimo- 
strerà uguale ad HR , o RL . Quindi il pentagono" 
GHRLM è equilatero. 

Dico che sia anche equiangolo . Poiché essendo 
l’angolo FRC uguale all’angolo FLC ; ed essendosi 
dimostrato 1’ angolo HRL doppio di FRC , e l'an- 
golo RLM doppio di FLC ; sarà 1’ angolo HRL 
Uguale all’ angolo RLM . In simil mudo si dimo- 
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strer# ciascuno degli angoli KHG , HGM , GML 
uguale adHRL, o a KL.M ; dunque i cinque angoli 
GHK , HRL , KLM , LMG , MGH sono uguali 
tra loro ; e perciò il pentagono GHRLM è equian- 
golo ; si è dimostrato essere equilatero 5 ed è pure 
circoscritto al cerchio ABCDE. C.B.F. 

PROPOSIZIONE XIII. 

PROBLEMA. 

In un dato pentagono equilatero, ed equiangola 
iscrivere il cerchio. 

Sia dato il pentagono equilatero, ed equiangolo fig, 11 1. 
ABCDE; fa d’uopo iscrivervi il cerchio. 

Si divida ciascuno degli angoli BCD , CDE per 
metà colle linee rette CF , DF ; e dal punto F nel 
quale tra loro convengono le CF , DF , si tirino le 
linee rette FB , FA , FE. 

E poiché BC è uguale a CD , e CF è comune ; 
le due BC , CF sono uguali alle due DC , CF ; è 
anche l’angolo BCF uguale all’angolo DCF : dun- 
que la base BF è uguale alla base FD , U. triango- 
lo BFC è uguale al triangolo DCF , ed i rimanenti 
angoli sono uguali ai rimanenti angoli , ciascuno a 
ciascuno , quelli cioè , che sono sottesi dai lati u- 
guali * : quindi 1 ’ angolo CBF è uguale all’ angolo ♦ j. 

CDF . E poiché 1 ’ angolo CDE è doppio dell’ango- 
lo CDF , e l’angolo CDE è uguale all’angolo ABC, 
l’ angolo CDF all’ altro CBF ; sarà anche 1 ’ angolo 
CBA doppio dell’ angolo CBF ; e perciò l’ angolo 
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ABF è uguale all' angolo FBC . Laonde 1 ’ angOi 

lo ABC è a neh’ esso diviso per metà dalla linea 
retta BF . E si dimostrerà similmente , che ciascu- 
no degli angoli BAE , A£D sia diviso per metà dal- 
le «linee rette AF , FE. 

Ciò premesso , si conducano dal punto F alle .li- 
nee rette AB, BC , CD, DE, EA le perpendicolari 

FG, FH, FK, FL, FM. E poiché l’angolo HCF 
è uguale all’ altro KCF 5 ed è pure il retto FHC 
uguale al retto FKC ; perciò i^due triangoli FHC, 
FKC avranno due angoli uguali a due angoli , cia- 
scuno a ciascuno , ed un lato uguale ad un lato , il 
comune ad entrambi FC , il qual sottende uno de- 
gli angoli uguali; avranno dunque anche i rimanenti 

» ag. I.lati uguali ai rimanenti lati *, e sarà la perpendico- 
lare FH uguale alla perpendicolare FK . Si dimo- 
strerà similmente ciascuna delle FL , FM , FG ugua- 
le ad FH, o FK : quindi le cinque linee rette FG, 

FH , FK , FL , FM sono uguali tra loro ; e per- 
ciò , descritto il cerchio col centro F , intervallo una 
delle FG , FH , FK , FL , FM , questo passerà 
anche per gli rimanenti punti , e toccherà le linee 
rette AB , BC , CD , DE, EA , perchè sono retti gli 
angoli in G, H, K, L , M ; e quella linea retta , che 
si tira pei'pendicolare al diametro di un cerchio , da 

* 1 G. III. un suo estremo , tocca il cerchio * . Dunque cia- 
scuna delle AB , BC , CD , DE , EA tocca il cer- 
chio; e perciò questo sarà iscritto nel pentagono 
ABCDE. 

Quindi nel dato pentagono equilatero, ed equian- 
golo si è iscritto il cerchio. C.B.F. 
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PROPOSIZIONE XIV. 

problema. 

Ad un dato pentagono equilatero , ed equian- 
golo circoscrivere il cerchio. 

Sia dato il pentagono equilatero , ed equiangolo Jlg_ uà. 
ABCDE ; fa d'uopo circoscrivere ad esso il cerchio^ 

Ciascuno degli angoli BCD , CDE si divida per 
metà colle linee rette CF , FD 5 e dal punto F nel 
quale convengono tali linee rette si tiiùno ai punti 
B, A, E le FB , FA, FE. 

Si dimostrerà come nella precedente , che ciascu-i 
no degli angoli CBA , BAE , AED sia diviso per 
metà dalle linee rette BF , FA, FE . E perciò es- 
sendo l'angolo BCD uguale all’ altro CDE 5 e del- 
l’angolo BCD essendone metà l’angolo FCD , come 
plire dell’ angolo CDE essendone metà l’altro CDF, 
saià l’angolo FCD uguàle all’angolo FDC ; e quin- 
di anche il lato CF è uguale al lato FD . Si di- 
mostrerà similmente , che ciascuna delle FB , FA , 

FE sia uguale ad FC , o FD ; e perciò le cin- 
que linee rette FA, FB , FC , FD , FE sono u- 
guali tra loro . Ond’ è che il cerchio descritto col 
centro F intervallo una di esse FA,FB,FC,F'D, FE 
passerà anche per gli rimanenti punti ; e sarà circo- 
scritto al pentagono ABCDE , eh’ è equilatero, ed 
ecpiiangolo. 

Dunque ad un dato pentagono ecpiilatero , ed 
equiangolo si è circoscritto il cerchio. C.B.D. 
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PROPOSIZIONE XV. 

PROBLEMA. 

hcrivere in un cerchio un esagono equilatero , 
equiangolo. 

pg. ii5. dato il cerchio ABCDEF ; fa d’uopo iscriver- 

vi un esagono equilatero , ed equiangolo. 

Si prenda il centro G del cerchio ABCDEF , e 
si tiri un diametro AD ; poi col centro D, interval- 
lo DG si descriva il circolo EGCH , e congiunte le 
EG , CG , si prolunghino nei punti B , ed F , e si 
uniscano le AB, BC , CD , DE , EF, FA; dico che 
1’ esagono ABCDEF sia equilatero , ed equiangolo. 

Poiché il punto G è il centro del cerchio ABCDEF; 
sarà (jE uguale a GD . E similmente poiché D è 
il centro del cerchio EGCH; sarà DE uguale a DG. 
Ma GE si é dimostrata uguale a GD ; sarà dunqiits 
GE uguale anche ad ED ; quindi il triangolo EGD 
è equilatero ; e perciò i tre suoi angoli EGD,GDE, 
DEG sono uguali tra loro , poiché gli angoli alla 
hasc di ogni triangolo isoscele sono tra loro ugua- 
“ 5. I. -li * . Ma i tre angoli di ogni triangolo sono uguali 
* 5a. I. a due retti * ; dunque P angolo EGD è la terza 
parte di due retti; e similmente si dimostrei’à , che 
sia terza parte di due retti l’angolo DGC . Or poi- 
ché la linea retta CG insistendo sulPalti-a EB, for- 
ma gli adjacenli angoli EGC , CGB uguali a due 
retti ; sarà anche il rimanente angolo CGB la ter- 
za parte di due retti ; quindi gli angoli EGD, DGC, 
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CGB sono uguali tra loro . Ma gli altri angoli 
BGA , AGF , FGE sono uguali rlspellivamcate ai 
loro angoli verticali EGD , DGC , CGB * ; perciò ‘ 
i sei angoli EGD, DGC , CGB, BGA , AGF, FGE 
sono uguali tra loro . Or angoli uguali insistono so- 
pra archi uguali *; quindi i sei archi AB, BC,CD, * 
DE, EF , FA sono anche tra di loro uguali . E 
perchè archi uguali sono sottesi da linee x-ette ugua- 
li *; perciò anche le sei linee rette sono uguali tra* 
lox’o ; laonde l’ esagono ABCDEF è equilatei’o. 

Dico inoltre, che sia equiangolo. Imperocché l’ar- 
co AF è uguale all’ aixo ED ; e perciò se vi si ag- 
giunga di comune 1’ arco ABCD , sarà tutto 1’ arco 
FABCD uguale a tutto 1’ altro EDCBA. Or sull’arco 
FABCD v’ insiste 1’ angolo FED , e sull’altro arco 
EDCBA v’ insiste 1’ angolo AFE ; dunque 1’ angolo 
FED è uguale all’ angolo AFE * . Similmente si 
dimostrerà ciascuno dei rimanenti angoli dell’ esago- 
no ABCDEF uguale all’ angolo AFE , o all’ altro 
FED; perciò Tesagono ABCDEF è equiangolo; ma 
si è dimostrato anche equilatero , ed è iscritto nel cer- 
chio ABCDEF. 

Quindi si è iscritto in un- cerchio- dato un esagono 
equilatero , ed equiangolo. C.B.F. 

Cor. È chiaro da ciò , che il lato dell’ esagono 
sia uguale al l'aggio del cei'chio in cui è isci-itto. 

E se per gli punti A, B, C, D, E, F si tirino 
le tangenti al cerchio , si circosci'ivcrà ad esso l'esa- 
gono equilatero , ed equiangolo ; il che potrà di- 
mostrarsi, come si è fatto per lo pentagono. Ed inol- 
tre s’ iscriverà similmente in un dato esagono equila- 
tero , ed equiai^olo il cerchio , o gli si circoscriverà* 

IO 



i5. I. 

26. III. 
29. III. 

27. III. 
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PROPOSIZIONE XVI. 

PROBLEMA. 

Iscrivere in un cerchio dato un quindegagona. 
equilatero , ed equiangolo. 

Jig ii4 dato il cercliio ABCD ; fa d’uopo iscrivere 

in esso un quindegagoiio equilatero , ed equiangolo. 

Sia AC il lato del triangolo equilatero isci’itto 
‘ a. IV. nel cerchio ABCD * , ed AB il lato del pentagono 
• 11 . IV, equilatero, ed equiangolo*. È chiaro che delle quin- 
dici parti nelle quali si vuol dividere 1’ intera cir-> 
conferenza ABCD , ne dovrà contenere cinque l’ar- 
co ABC , eh’ è la terza parte della circonferenza , e 
tre l’altro arco AB, che n’è quinta parte ; e quindi 
il rimanente arco BC ne conterrà due. Si divida BC 
per metà in E, sarà si BE , che EC la quindicesi- 
ma parte dell’ intera circonferenza ABCD ; e perciò 
se si adatteranno nel cerchio successivamente delle 
linee rette uguali alle congiungenti BE, EC , si sa- 
rà iscritto in esso il quindegagono equilatero , ed 
equiangolo. C.B.F. 

Seguendo il metodo stesso tenuto per lo pentago- 
no , se per gli punti delle divisioni della circonfe- 
renza si tirino le tangenti al cerchio , gli si circo- 
scriverà il quindegagono eijuilatcro , ed equiangolo . 
E di più si potrà nel modo stesso in un dato quin- 
degagono equilatero , ed equiangolo iscrivere il cer- 
chio , o circosci’ivercelo. 

FINE DEL QUARTO LIBRO. 
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' IL QUINTO LIBRO 

DEGLI 

• ) 

ELEMENTI DI EUCLIDE 



DE r iniziosi 



,.u. A- grandezza minore si dice parte di un’al- 
tra grandezza maggiore , quando la minore misura 
•la maggiore. 

n. La maggiore si dice poi multipUce della mino- 
re, quando questa misura la maggiore. 

III. La ragione è un certo rapporto scambievole 
di due grandezze dello stesso genere , secondo la 
quantità. 

IV. Diconsi grandezze dello stesso genere quelle , 
delle quali la minore inultiplicata, cioè presa più vol- 
te , può siqjcrare la maggiore. 

V. Si dicono essere nella stessa ragione le gran- 
dezze , la prima alla seconda , e la terza alla quar- 
ta ; quando gli ugualmente mulliplici della prima , e 
della terza, presi secondo qualunque multiplicità, si 
accordino sempre nel superare , mancare , o» pareg- 
giare gli ugualmente multiplici della seconda , e del- 
la quarta, presi anche secondo qualunque multiplicità. 

« 
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VI. Le ‘grandez/.e , die hauuo la stessa ragione ^ 
si dicono proporzionali. 

VII. Quando poi di quelli ugualmente mulfiplici 
( def. y.') 1 il multiplice della pnma superasse quel- 
lo della seconda ; ma l’ ugualmente multiplice della 
terza non superasse quello della quarta ; allora si 
dice serbar la prima alla seconda maggior ragione , 
che la terza alla quarta . 

vili. La proporzione è la similitudine , cioè V u- 
guaglianza , delle l’agioui . 

IX. La proporzione consiste al meno in tre termini. 

X. Quando tre grandezze sono proporzionali , la 
prima dicesi avere alla terza ragion duplicata di 
quella , che ha la piuma alla seconda . 

XI. Quando poi sono continuamente proporzionali 
quattro grandezze, la prima si dice avere alla quar- 
ta triplicata ragione di quella , che ha la prima 
alla seconda : e cosi se il numero delle grandezze 
proporzionali sia n-f- 1 , la ragione della prima all'ultL- 
jna si dirà n-plicata di quella, che ha la prima alla 
seconda . 

Dcf. A, Se vi sieno quante grandezze si voglia- 
no del genere stesso , la prima si dice avere al- 
r ultima ragione composta dalla ragione , che ha 
la prima alla seconda , c da quella della seconda al- 
la terza , e dall’ altra , che la terza ha alla quarta , 
e così successi vemente fino all’ ultima . 

Per esempio , sieno le grandezze A , B , C , D , la. 
prima A si dice avere all’ ultima D ragion composta 
dalla ragione di essa A a B , dalla ragione di B a 
C , c dalla ragione di C e D ; o pure la ragione 
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di A a D si dice composta dalle ragioni di A a B, 
di B a C , e di C a D. 

Quindi se la ragione di A a B , sia la stessa , die 
quella di E ad F ; la ragione di B a C sia la stes- 
sa , die r altra di G ad H , e la ragione di C a D 
la stessa , che quella di K ad L : si dice A avere 
a B ragione composta dalle ragioni , che sono le 
stesse , che quelle di E ad F , di G ad H , e di K ad 
L. E lo stesso s’ intende , quando per brevità si dice, 
che A ha ad E ragion composta dalle ragioni di E 
ad F , di G ad H , e di K ad L . 

Similmente, se la ragione di M ad sia la stes- 
sa , che quella di A a D , poste le medesime cose dette 
poc’ anzi , per brevità si dice , che la ragione di 
, M ad L sia la stessa , che la «ragione composta 
dalle ragioni di E ad F , di G ad H, e di K ad L. 

XII. Si dicono grandezze omologhe in una pro- 
porzione , gli antecedenti tra loro , ed i conseguenti 

tra loro . • 

t 

(*) N. B. Colle seguenti voci , si dinotano presso de- 
gli antichi Geometri alcune maniere di mutare , o l'ordi- 

ne ,0 la grandezza dei termini di una , o di due ragioni. 

* 

XIII. La pennuta di due cagioni , i termini delle 
quali sieno tutti quattro del genere stesso ( permutan- 
do^ è il paragone dell’ antecedente all’ antecedente, 
e del conseguente al conseguente . 

XIV. Ragione inversa (^invertendo') è il prendere il 
conseguente come antecedente , e paragonarlo àll'an- 
tecedenle come conseguente . 

XV. ’ Composizione di ragione (^componendo ) è il 
paragone dell’ antecedente , e del conseguente , insie- 
me presi , allo stesso conseguente . 
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SVI. Divisione di ragione dividendo ) è quando 
si prende 1’ eccesso dell’ aulecedeule sul conseguente» 
e si paragona allo stesso conseguente . 

XVII. Conversione di ragione ( convertendo ) è 
quando si paragona 1’ antecedente al suo eccesso sul 
conseguente . 

XVIII. Se vi sieno più grandezze omogenee da 
una parte , ed altrettante anche omogenee tra lo- 
ro dall’ altra ; e le ragioni de’ termini prossimi 
delle prime sieno uguali rispettivamente alle ragio- 
ni de’ termini prossimi delle seconde ; il paragone 
de’ primi termini di esse agli ultimi , si dirà farsi 
per egualità . 

XIX. Proporzione ordinata è quando vi sieno più 
grandezze omogenee da una parte , ed altrettante 
anche omogenee tra di loro dall’ altra ; e stia la pri- 
ma alla seconda nelle jirime grandezze , come nelle 
altre la prima alla seconda ; come poi nelle prime 
4a seconda alla terza , cosi nelle altre la seconda 
alla terza , e cosi successivamente . 

XX. Proporzione perturbata è quando vi sieno più 
grandezze omogenee da una parte , ed altrettante 
anche tra loro omogenee dall’altra , e sia la,j>rima 
alla- seconda nelle prime grandezze, come la pe-, 
nultima all’ ultima nelle seconde ; come poi nelle 
prime la seconda alla terza , cosi nelle seconde 
r antipenultima alla penultima ; e cosi successiva- 
mente . 

PRINCIPI DEDOTTI DALLE DEFINIZIONI. 

I. Se quattro grandezze sieno nella stessa ragio- 
na la prima, alla seconda , e la terza alla quarta : 



j 
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fa prima e la terza si dovranno accordare in supe- 
rare , mancare , o pafeggiare la seeonda , e hi quarta. 

11 . E se la prima stia alla seconda , come la ter- 
za alla quarta, invertendo, la secorula starà alla 
prima , come hi quarta alla terza . 

Poiché è evidente , che gli ugualmente multiplici 
della seconda , e della qiiai-ta si dovranno accorda- 
re in mancare , pareggiare , o superare gli altri 
ugualmente multiplici qualsivogliano della prima , 
e dc-lla seconda * . * d.5. V. 

, PROPOSIZIONE I. 

T E O R E M A. 

Se quante grandezze si vogliaqf) sieno uguahnen- 
te multiplici di altrettante , ciascuna di ciascuna •, 
quanto una è niultiplice di una , tanto tutte saranno 
multiplici di tutte . . 

I 

Sieno quante grandezze si vogliano AB , CD \i-fig. n5. 
gualmeute multiplici di altrettante grandezze E , F , 
ciascuna di ciascuna ; .dico che quanto è AB multi- 
plice di E , tanto sieno le AB , CD multiplici del- 
le E, F. 

Poiché AB é tanto multiplice di E , quanto CD 
di F , quauté grandezze vi sono in AB uguali ad 
E , altrettante ve ne saranjio in CD uguali ad F ; 
si divida AB in parti uguali ad E , e queste sieno 
AG , e GB ; e CD si divida pure in parti uguali ad 
F, le quali sieno Cll , ed liD; sarà il numero 
delle parti Cll , ed HD uguale al numero del- 
,le altre AG, c GB. E poiché AG è uguale ad 
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E , c CH ad F ; saranno anche AG , CH ugpnaK 
ad E , F . Per la stessa ragione*, essendo GB uguale 
ad E , ed HÌ) uguale ad F , saranno anche GB , 
HD uguali ad E , F ; e perciò quante parti ci so- 
no in AB uguali ad E , tante ve ne saranno in 
AB , CD uguali ad E , F . Quindi quanto è AB 
multiplice di E , tanto multiplici saranno le AB, CD 
delle E , F . 

Se dunque quante grandezze si vogliano sieno 
Ugualmente inulliplicé di altrettante , ciascuna di 
ciascuna ; quanto una è multiplice di una , tanto 
tutte saranno multiplici di tutte . C.B.D. 

P R O P O S I Z I O IV E II. 

• teorema. 

Se la prima'sia tanto multiplice della seconda, 

• . quanto la terza della quarta ; e sia di più la quin- 
ta tanto multiplice della seconda , quanto la sesta 
della quarta : sarà anche la prima insieme colla quin- 
ta tanto multiplice della seconda , quanto la terza 
insieme colla sesta è multipliee della quarta . 

fig. 116. La prima AB sia tanto multiplice della seconda 
C , quanto la terza DE della quarta F ; sia poi an- 
che la quinta BG tanto multiplice della seconda C, 
quanto la sesta EH della quarta F : dico che la 
prima insieme colla qninta , cioè AG , sia tanto mul- 
tiplice della seconda C , quanto è multiplice la terza 
insieme colla sesta, cioè DH , della quarta F . 

Poiché AB è tanto multiplice di C, quanto DE 
di F j quante grandezze uguali a C vi sono in AB, 
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«Itrett ante uguali ad F vi saranno in DE : per la 
stessa ragione , quante ve ne sono in BG uguali a 
C , tante ve ne saranno in EH uguali ad F . Quin- 
di quante ve ne sono in tutta AG uguali, a C , al- 
t Tettante ve ne sararfno in tutta DH uguali ad F : 
e perciò , quanto AG è multiplice di C , altrettanto 
DH lo è di F . Laoude la prima insieme colla quin- 
t a , cioè AG , sarà tanto multiplice della seconda 
C, quanto la terza insieme colla sesta, cioè DH è 
multiplice della quarta F . 

Sp dunque la prima sia tanto multiplice della se- 
conda, quanto la terza della quarta ; e sia di più 
la quinta tanto multiplice della seconda, quanto la 
sesta della qijarta ; sarà anche la prima insieme col- 
la quinta tanto multiplice della seconda , quanto la 
terza insieme colla sesta è multiplice della quarta. C.B.D. 

PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA. 

Se la prima sia tanto multiplice della seconda^ 
(pianto la terza della quarta ; e prendansi gli ugual' 
mente multiplici della prima , e della terza : questi 

saranno anche ugualmente multiplici della seconda , 
e della quarta. 

Sia la prima A tanto multiplice della seconda B, fi 
quanto la terza C della quarta D 5 e prendansi di 
A, e di C gli ugualmente multiplici EF , e GH ; dico, 
che debba anche EF essere tanto multiplice di B , 
quanto GH di D. 



\ 
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Poiché EF é tanto multiplice di A, quanto GII 
di C -, quante grandezze vi sono in EF nguali ad 
• A , tante ve ne saranno ancora in GH uguali a C: 
dividasi perciò EF nelle grandezze EK , KF uguali 
ad A; e GH si divida anche ut'lle grandezze GL,LH 
uguali a C ; sarà il numero delle EK. , KF uguale 
a quello delle GL , LH . E poiché A e tanto uiul- 
tiplice di B , quanto C di D ; ed è poi EK uguale 
ad A, GL uguale a C ; sarà EK tanto multiplice 
di B , quanto GL di D . Per la stessa ragione sa- 
rà KF tanto multiplice di B , quanto LH di D ; e 
r perciò essendo la prima EK tanto multiplice della 
seconda B , quanto la terza GL della quarta D ; e 
poi la quinta KF tanto multiplice della seconda B, 
quanto la sesta LH della quarta D ; sarà la prima 
insieme colla quinta , cioè EF , tanto multiplice del- 
la seconda B , quanto la terza insieme colla sesta , 
2. V. ^ multiplice della quarta D *. 

Se dunque la prima sia tanto mnltiplice della se- 
conda , quanto la terza della quarta ; e prendansi 
gli ugualmente multiplici della prima, e della terza; 
questi saranno anche ugualmente multiplici della se- 
conda , e della quarta. C.B.D. 



> > < 
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PROPOSIZIONE , IV. 

I 

teorema. 

Se la prima abbia alla seconda la stessa ragio-t 
ne , che la terza alla quarta ; anche gli uguabnente ‘ . 
multiplicì della prima , e della terza serberanno la 
stessa ragione agli ugualmente multiplici della secon- ■< 

da , e della quarta , secondo qualunque ■ multiplicità 
si prendano , se quelli si paragonino a questi. 

0 

La prima A abbia alla seconda B la stessa ragio-yy^ jjg_ 
ne , che la terza C alla quarta D -, e prcadansi del- 
le A , e C gli ugualmente multiplici qualunque E , 
ed F; e di B, cdlD gli altri ugualmente multipli- <, 
ci qualsivogliano G , ed H ; dico che E stia a G , . 
come F ad H. 

Si prendano di E, e di F gli altri ugualmente mul- 
tiplici K, ed L : e similmente di G , e di II gli altri 
ugualmente multiplici M , ed N -, E poiché E è 
tanto multi plice di A , quanto F di C ; e' si sono 
presi di E , e di F gli ugualmente multiplici K , ed 
L j sarà K tanto multÌ 2 ilice di A quanto L di C * 3. V*. 
Per la stessa ragione M sarà tanto mulliplice di B , 
quanto N di D . E poiché A sta a B , come C a 
D ; e si sono presi di A , e di C gli ugualmente 
multi|dici K , ed L , e di B', e di D gli altri ugual- ^ 

niente multiplici qualunque M , ed N ; ne segue , 
che se K supera M , anche L supererà N ; se gli 
è uguale , gli sai-à uguale ; se n’ è minore , ne sa- 
rà anche minore * ..Ala sono K., ed L ugualmente * d.5.V. 
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multiplici eli E ^ e di F ; ed M, ed N anche sono u- 
gualmcnte nudliplici qualunque di G , e di H : dun- 

• d.5.V. que come E a G , così starà F ad H * . 

E quindi se la prima abbia alla seconda la stessa 
ragione , che la terza alla quarta ; anche gli ugual- 
mente multiplici della prima , e della terza serberan- 
no la stessa ragione agli ugualmente multiplici della 
Seconda , e della quarta , secondo qualunque nudtl- 
plicità si prendano , se quelli si paragonino a que- 
sti. C.B.D. 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA. 

Se una grandezza sia tanto multiplice di un'al- 
tra grandezza , quanto una , che togliesi dalla prima 
è multiplice di un' altra tolta dalla seconda ; an- 
che la rimanente 'sofà tanto multiplice della rima- 
nente , quanto la tutta della tutta . ' ’ ’ 

J'S- La grandezza AB sia tanto multiplice della gran- 

dezza CD , qnanto la tolta AE della tolta CF ; di- 
co che la rimanente EB sia tanto multiplice della 

• rimanente l’D , quanto la tutta AB della tutta CD 

Si ponga EB tanto multiplice di CG , quanto 
AE è multiplice di CF . E poiché AE è tanto inul- 
tiplice di CF, quanto EB di CG ; sarà AE tanto 

• a. V multiplice di CF , quanto AB di GF * . Ma si è 

supposto essere AE tanto multiplice di CF, quanto AB 
di CD ; dunque AB è ugualmente midtiplicc sì di GF , 
che di GD; e perciò GF è uguale a CD; se ne tol- 
ga di comune CF , e sarà la rimanente GC ugua- 
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le alla rimanente FD . Per la qual cosa essen- 
do AE tanto multiplice di CF , quando EB di , 
CG , e CG uguale a DF^ ; sarà AE tanto multiplì- 
cc di CF , quando EB di FD . Ma si è supposto 
AE tanto multiplice di CF , quanto AB di CD • 
dunque EB è tanto multiplice di FD , quanto AB 
di CD ; e quindi la rimanente EB è tanto multi- 
plice della rimanente FD,» quanto la tutta AB del- 
la tutta CD . 

Se dunque una grandezza sia tanto multiplice di 
un’ altra grandezza , quantd una che togliesi dalla 
prima è multiplice di un’ altra tolta dalla seconda ; 
anche la rimanente sai'à tanto multiplice della ri- 
manente , quanto la tutta della tutta . C.B.D. ’■ ■■ 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA. 

• • 

Se due grandezze sieno ugualmente multipUci 
di due altre ; e da quelle ne sien tolte due altre gran- 
dezze ugualmente multipUci di queste stesse *. sa- 
ranno anche le rimanenti, o uguaU alle stesse , o u- 
gualmente multipUci di esse . 

Le due grandezze AB , CD sieno ugualmente Jìg 
multiplici delle altre due E , F ; e di queste stesse 
ne sieno anche ugualmente multiplici le AG , CH , 
che si tolgono da quelle ; dico che le rimanenti GB , 

HD , o sieno uguali alle E, F , o ugualmente mulli- 
plici di esse . . - . 

Sia primieramente GB un multiplice di E ; dico 
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che anche HD sia un ugualmente mnltiplice di P 1 
Si ponga CR tanto muUiplicedi F , quanto GB lo 
è di E. E poiché AG è tan^o mullijilice di E , quanto 
CH di F ; ed è pure GB tanto mulliplice di E > 
quanto CK di F ; sarà AB tanto mulliplice di E, 
* ». V quanto RII di F * ; Ma si è siqiposla AB tanto 
mulliplice di E , quanto CD di F ; dunque RII è 
tanto mulliplice di f’, quanto CD dell’ islessa F • 
Laonde essendo ciascuna delle RII , CD ugualmen- 
te mulliplice della stessa F : dovrà RII essere u- 
guale a CD ; se ile tblga di comune CII ; sarà 
la rimanente RC uguale alla rimanente HD . Ma 
RC è tanto mulliplice di F , quanto GB lo è di E; 
dunque anche HD sarà tanto multiplicc di F , quan- 
to GB lo è di "E . Similmente dimosti’cremo , che 
• se GB fosse uguale ad E, anche HD sarehhe uguale 

ad F . 

Perciò se due grandezze sieno ugualmente' multi- 
plici di dUe altre , e da quelle ne sien tolte altre 
grandezze ugualmente multiplici di queste stesse j 
saranno anche le rimanenti , o uguali alle stesse , o 
Ugualmente multiplici di esse . C.B.D. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA. 

' Le grandezze uguali hanno la stessa ragione ad- 
una medesima grandezza ; e questa ha la stessa ra- 
gione a ciascuna di quelle . ' 

fig. 121 . Sieno le .grandezze uguali A , eB, ed un’ alu-a 
qualunque C ; dico che ciascuna delle A, eB abbia. 
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a C la stessa ragione ; e similmente , die C abbia 
a ciascuna delle A , e B la medesima ragione . 

Si prendano di A , e B gli nguabnenle mnltiplici 
D, ed E, e di C un cpialuncjuc altro multipiice F. E 
poiebè D è tanto multipiice di A , quanto E di B, 
ed è A ^uguale a B ; sarà anche D uguale ad E . 
Ma è poi F un’ altra grandezza qualunque ; dun- 
que se D supera F , anche E siqx;rerà F ; e se gli 
è uguale , gli sarà uguale ; se minore , minore ; 
sono poi D , ed E ugualmente mnltiplici^ di A e 
di B , ed F è un qualunque altro multipiice di C ; 
dunque sarà come A a C , cosi B a C * . 

Dico di più , che C serbi la medesima ragione a 
ciascuna delle A , e B . 

Poiché , fatto lo stesso apparecchio , dimostrere- 
mo similmente , che D sia uguale ad E ; è poi F 
un’ altra grandezza qualunque 5 dunque se F supe- 
ra D , supererà anche E ; se è uguale a D sarà 
anche uguale ad E ; se minore , minore. Ma è F un 
multipiice di C ; e D , «d E sono qualunque altri 
. ugualmente multiplicl di A , e di B ; dunque C sta- 
rà ad A , come C a B 

E perciò le grandezze uguali hanno la stessa ra- 
gione ad una medesima grandezza; e questa .ha la 
atessa ragione a ciascuna di quelle . C.B.D. 
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PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA. 

La maggiore di due grandezze disuguali ha ad- 
una terza maggior ragione , che la minore ; e que- 
sta terza ha alla minore maggior ragione , che alla 
maggiore . 

fig. iza. Sieno le grandezze disuguali AB , BC , ed AB sia 
la maggiore ; sia di più D un' altra grandezza qua- 
lunque ; dico che AB abbia a D maggior ragione , 
che BC a D ; e che D sei'Li a BC maggior ragio- 
ne , che ad AB . 

Se delle AC ,.CB quella, eh’ è più piccola sia 
minore di D , essa , o che sia AC, 0 pur CB, multi- 
* d.4.V. plica ta potrà divenire una volta maggiore di D * . 

.Si multiplichi, finché diventi maggiore di D ; e 
quante volte l’ una si è multiplicata j tante volte si 
multiplichi l'altra , e sia EF un tal multiplice di AC , 
FG poi l’ugualmente multiplice di CB : sarà quindi 
tanto EF , che FG maggiore di D . Se poi ^ BC, 
che CA sia maggiore di D , basterà prendere di 
esse qualsivogliano ugualmente multiplidt . In cia- 
scuno di questi casi , si prenda di D il doppio 
H , il triplo K , e cosi successivamente , fintanto- 
ché quello , che si prende sia quel multiplice di D, 
che é il primo a superare FG ; sia questo L j e 
dinoti R queir altro multiplice della stessa D , ch'è 
prossimamente minore di L. 

E poiché L è il multiplice di D , eh' è il pri- 
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' tal Euclid*. 

«no • supefare FG , non sarà K maggiore FG ; e 
perciò PG non sarà minore di K . Per la qualco- 
sa essendo EF tanto multiplice di AC , quanto 
FG di CB ; sarà anche FG tanto multiplice di CB, 
quanto EG di AB * ; e perciò EG , ed FG sono u- » I. V. 
gualmente multiplici di AB , e di CB . Ma FG si è 
dimostrata non minore di K , e per costruiione EF è 
maggiore di D ; quindi 1’ Intera EG sarà maggiore 
di K , e D insieme . Ma K , e D insieme sono u- 
guali ad L ; dunque EG supera L , ed FG non 
supera la stessa L ; sono poi EG , ed FG ugual- 
mente multiplici di AB , e di BC , cd L è un certo 
multiplice di D; dunque AD ha a B maggior ra- 
gione , che BC a D * . ‘ d. 7 . V, 

Inoltre D a BC avrà maggior ragione, che D ad AB* 

Poiché, fatta la stessa costruzione, si dimostrerà simil- 
mente, che L superi FG ; ma che non superi EG ; è 
poi L un multiplice di D ; ed FG, ed EG sono alcuni al- 
tri ugualmente multiplici di CB , e di AB ; dunque 
sarà D a CB in maggior ragione di D ad AB *. * d. 7 . V. 

Quindi la maggiore di due grandezze disuguali ha 
ad una terza maggior ragione , che la minore ; e 
^esta terza ha alla minore maggior ragione , che 
alla maggiore . C.B.D. 
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PROPOSIZIONE IX. 

t 

TEOREMA. 

Le grandezze , che hanno ad una terza la stes- 
sa ragione sono uguali tra toro ; e quelle grandez- 
. ze alle quali una terza ha la medesima ragione sona 
uguali . 

fig. 123. Abbia ciascuna delle A , B la stessa ragione a C: 
dico che A sia uguale a B . Poiché se A non è u- 
guale a B , ciascuna di esse non avrà la stessa ra- 

* 8. V. gione a C * : ma glie 1' ha ; dunque A è uguale 

a B . 

Similmente abbia C a ciascuna delle A , B la stes- 
sa ragione; dico che A sia uguale a B. 

Poiché se non è cosi , non avrà C la stcs- 

* 8.V. sa ragione a ciascuna delle A , B* : ma glie I’ ha ; 

dunque necessariamente A è uguale a B. 

E perciò le grandezze , che hanno ad una terza 
la stessa ragione sono uguali tra loro ; e quelle gran- 
dezze alle quali una terza ha la medesima ragio- 
ne sono uguali. C.B.P, 
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' PROPOSIZIONE*X. 

teorema. ' 

Di due grandezze , che ìumno ragione ad una 
terza, quella. , cdie ha a questa maggior ragione è la 
maggiore \ al è minore poi quella alla quale questa 
medesima terza ha maggior ragione. ' 

Abbia A a C maggio!' ragione di B a Q ; dico 124, 
clic A sia maggiore di B. 

PoicJic se A non è maggiorò di E,o l'è uguale, o n’c mi- 
nore. Or non è A uguale a B ; poicliè ciascuna ded- 
le A , B avrebbe la medesima ragione a C*. Ma non* y. V. 
gliel’ha ; dunque A non è ugnai* a B . Nè tampo- 
co A è minore di B ; poiché A avrébbe a C minor 
ragione, die non ce ne ha B*. Ma non gliel’ba mi-» g_ y, 
nere; perciò A non è minore di B . Si è anche di- 
mostralo, che non r è uguale : dunque A sarà mag- 
giore di B . 

Similmente abbia C a B maggior ragione , che C 
ad A; dico che B sia minore di A. 

Poiché se B non è minore di A,o l’è uguale, o n'è mag- 
giore. Ma non è B uguale ad A ; perchè allora C avi-eb- 
be ad A la stessa ragione, che a B *. Ma non glie-» y. 
r ha ; dunque A non è uguale a B . Nè tampoco B 
è Maggiore di' A 5 poiché avrebbe C a B minor ra- 
gione, che ad A * . Ma non gliel’ ha minore;* 8. Y. 
dunque B non è maggiore di A . Si è dimostrato , 
che neppure 1 ’ era uguale ; dunque B sarà minore 
di A. 
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E perciò di due grandezze , che hanno ragione 
ad una terza, qi^lla , che ha a questa maggior ragio- 
ne è la maggioie ; ed è poi minore quella alla quale 
questa medesima terza ha maggior ragione. C.B.D. 

PROPOSIZIONE XI. 

T E O EEMÀ. > . 

Le ragioni che tono uguali ad una medesima 

ragione , sono uguali anche tra loro. 

» 

Jtg. laS. come A a B , così C a D j e come C a D , 

cosi E ad F : dico che come A a B , così stia £. 
ad F. 

Si prendano di A, di C , e di E gli ugualmente muh 
tiplici G , II, e K; come’ pui-e di B, di D , e di F gli 
altri ugualmenlé multiplici qualunque L , M , ed N. 
E poiché A sta à B come C a D ^ e si sono presi 
di A , e di C gli ugualmente multiplici G , ed H ; 
e di B , e di D , gii altri ugualmente multiplici 
qualunque L , ed M ; perciò se G supera L , an- 
che H superei'à M ; se gli è uguale , gli sarà u- 
» y guale ; e se minore minore J . Similmente poi- 
ché C sta a D , come E ad F ; e si sono presi di ' 
C , e di E gli ugualmente multiplici H , e K ; e 
di D , e di F gli altri ugualmente multiplici qua- 
lunque M , ed N ; perciò se H supera M , anche K su- 
pererei N ; se gli è uguale , gli sarà uguale ; e* se mi- 
* d 5 V ) minore * . Or se H supera M , si è dimostrato, 
che anche G supererà L ; e che se gli è uguale , gli 
sarà uguale ; se minore , minore * 1 Dunque se G su- 
pera L , K supererà N 5 e- se gli è uguale , gli sasà 
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Uguale ; se minore , minore . Sono poi G , e K u- ~ 

guaimcnte mukiplici di'A , e di E; ed L , ed N sono 
altri ugualmente multiplici qualunque dì B , e di F . 

Quindi come sta A a B , così starà E ad F * . * d.5. V. 

E perciò le ragioni , chei sono uguali ad una me* 
desima ragione , sono uguali tra loro. C.B.D. 

PROPOSIZIONE XII. - ' 

TEOREMA. 

Se quante grandezze si vogliano sieno propor- 
tionali ; come sta un antecedente di esse al suo ' 
conseguente , cosi staranno tutti gli antecedenti in- 
sieme a tutti i conseguenti anche insieme' presi. 

I 

Sieno quante grandezze si vogliano proporzionaliyjg'. laG. 
A, B, C, D, E, F; e come A a B , cosi stia C 
a D, ed E ad F ; dico che come A a B, così stia- 
no _tutti gli antecedenti A , G , E insieme a tutti i 
conscguenti B , D , F anche insieme presi. 

Si prendano di A,di C, e di E gli ugualmente mul- 
tiplici G , H , e K ; e di B , di D , e di F gli altri 
ugualmente multiplici qualunque L , M , ed N . 
poiché E come A a B , così sta C a D, ed E ad F; 

si sono presi di A, di C, e di E gli ugualmente mul- 
tiplici G,H,eK,e di B,diD,ediF gli altri qua- 
lunque ugualmente multiplici L , M , ed N ; se G 
supera L , H supererà M , e K , N ; se G è ugua- 
le ad L , anche H , e K saranno rispettivamente u- 
guali ad M , ed N ; e se minore, minori *. Per la qual co- * ^ 5 Y 
fa se G supera L , anche G , H , e K dovranno supe- 
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rai-e L , M , N _ e se gli è uguale gli- sarailno 
uguali: se minol’c, minori; sono poi G , e G , H, 
K ugualmente raulliplici di A , e di A , C , E ; 
poiché se vi sicno fjuaiite grandezze si vogliano u- 
gualmente multiplici di altrettante, ciascuna di cia- 
scuna ; qiiaulo una è multiplice di una , tanto 
* i.V. tutte lo sono di tutte *: e per la medesima ragio- 
ne anche L , cd L , M , IV sono ugualmente 
multiplici di B , e di B , D , F. Quindi come^.a 
* d.5. V. B , cosi dovrà stare A , C,'^E a B, D, F *. 

Dunque se quante grandezze si vogliano sieno pro- 
porzionali , come sta un antecedente di esse al suo 
conseguente; cosi staranno tutti gli antecedenti in- 
sieme a tutti i conseguenti anche insieme presi. 

PROPOSIZIONE XIII. 

i 

l 

teorema. ' ‘ 



Se la prima abbia alla seconda la stessa ragio- 
ne , che la terza alla quarta \ e la terza poi abbia al- 
la quarta maggior ragione , che la quinta alla se- 
sta ; anche Ut prima alla seconda avrà maggior ra- 
gione , che la quinta alla sesta. 



fiS- i»7- 



La prima A alla seconda B abbia la stessa raglo- - 
ue , che la terza C alla quarta D ; e poi la terza 
C abbia alla quarta D maggior ragione ,<cbe ,la 
quinta E alla sesta F ; dico che anche la prima A 
abbia alla seconda B maggior ragione , che la quin- 
ta E alla sesta F. 

Poiché C ha a D maggior ragione , che E ad F, 



Digitized by Google 




di'Ejjclidk. -167 Lib. 5 . 

TÌ saranno tali ugualmente multiplici di esse C , ed 
E , e tali altri di D , ed' F , che il multiplice di 
' C superi quello di D 5 ma' 1 ’ ugualmente raultipli- 
ce di E non superi quello di F * . Prendansi , e* d.7. V. 
sieno di C , e di E gli ugualmente multiplici G , 
cd H ; e di D , e di F gli altri K , ed L in modo, 
die G superi K ; ma H non superi L ; e poi quan- 
to è G multiplice di C' , tanto si faccia M mul- 
tiplicc di A; e quanto K è umlliplice di D , tanto 
si faccia N multiplice di ‘B . E poiché A sta a B, » 
come C a D , e si sono presi di A , e di C gli u- 
gualmente multiplici M, e G; e di B,.ediD gli al- 
tri ugualmente nvultiplici N , e K ; se M supera N, 

G supererà K ; e se gli è ugiiale , gli sarà uguale ; 
se minore , minore * . Ma G supera K ; dunque* d. 5 . V. 
anche M supererà N ; H poi non supera L ; e so- 
no M, ed H ugualmente multiplici di A, e di E, 
cd N, ed L sono pure altri ugualmente multiplici di 
B,ediF; dunque A avrà a B maggior ragione^ che 
E ad F * . * V. 

E perciò se la pi-ima abbia alla seconda la stessa 
.ragione , che la terza alla quarta ; la terza poi ab- 
bia alla quarta maggior ragione , che la quinta alla 
sesta : anche la prima alla seconda avrà maggior ra- 
gione , che la quinta alla ‘sesta. C.B.D. 

Cor. E se la prima abbia alla seconda maggior 
ragione, che la terza alla quarta 5 la terza poi ab- 
bia alla quarta la stt?s.sa ragione, che la quinta alla 
sesta ; si dimostrerà similmente, clic la prima deb- 
ba anche avere alla seconda maggior ragione che 
la quinta alla sesta. 
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’ 8. V. 

• i3. V. 

• IO. V. 

• 9- V. 



PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA. 

'' t 

Se la prima abbia alla seconda la stessa ragio- 
ne , che la terza alla quarta ; e queste quattro gran- 
dezze sieno dello stesso genere , e sia la prima mag- 
giore della terza, ‘anche la seconda sarà maggiore della 
quarta ; e se uguale , uguale ; se minore , minore. 

La pi‘ima A abbia alla seconda B la stessa ragio- 
ne , che la terza C alla quarta D,; e sia A mag- 
giore di C ; dico che anche B sia maggiore di D. 

Poiché A è maggiore di C, e B è una terza gran- 
dezza qualunque ; avrà A a B maggior ragione , che 
C a B * . Ma come A a B , così sta C a D ; dun- 
que C avrà a D maggior ragione, che C a B * . Or 
quella grandezza alla quale una terza ha maggior 
ragione è minore * ; quindi D è minore di B ; e 
perciò B sarà maggiore di D. 

Sia in secondo luogo A uguale a C ; dico che 
sia uguale a D. ’ 

Poiché essendo A a B , come C , o sia A a D j 
sarà B uguale a D * . ’ 

Finalmente se A sia minore di C ; sarà anche B 
minore di D. 

Imperocché sarà C maggiore di A : 'e perciò es- 
sendo C a D , come A a B si dimostrerà , come nel 
caso primo , che D sia maggiore di B , cioè B mi- 
nore di D. 

Quindi se la prima abbia alla seconda la stessa 
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ragione, che la terza alla quarta; e queste quattro' 
grandezze sjeno dello stesso genere , e sia la prima 
maggiore della terza , anche la seconda sarà màg- . 
giore della quarta ; e se uguale , uguale ; se minore, 
minore. C.B.D. 

PROPOSIZIONE XV. 

teorema. 

Z,e jyarti paragonqte tra se stesse , hanno la me- 
de sinta ragione , che i loro ugualmente niuUiplici. 

Sia AB tanto multiplice di C, quanto DE di F; fig- lag. 
dico che come C ad F , così stia AB a DE. 

Poiché AB è tanto multiplice di C , quanto DE 
di F ; quante grandezze vi sono in AB uguali a C, 
altrettante ve ne saranno in DE uguali ad F . Di- 
vidasi perciò AB in grandezze uguali a C , le quali 
sieno AG, GH, HB ; e DE si divìda pure in gran- < 

dezze uguali ad F , cioè in DK , KL , LE ; sarà il 
numero delle AG , GH , HB uguale al numero dèi- ^ ' 
le DK , KL , LE. Or poiché sono uguali le AG, 

GH, HB, come pure sono tra loro uguali le DK, 

KL , LE ; sarà come AG a DK , così GH a KL, 
ed HB ad LE : e perciò sarà anche come un an- 
tecedente al suo conseguente , cosi tutti gli antece- 
denti insieme a tutti i conseguenti anche insie- 
me presi * . Dunque c«me AG a DK , cosi sta * 12. V. 
AB a DE . Ma AG è uguale a C , e DK ad F ; 
quindi come C ad F , cosi starà AB a DE. ' , 

E perciò le parti paragonate tra se stesse han- 
no la medesima ragione, che i loro ugualmente mul- 
tiplici . G.B.D. 
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Cor. E fjiiiaili se stia AB ad ED , come C 'ad F, 
ed AB sia un midli[>lice di C ; dovrà aiiclie ED 
essere mi ugualmente iriultiplice di F. ' ' 

Boicliè se si ponga ED ugualmente multiplice di 
* i5, P , dovrà stare AB ail ED, come C a P*. Ma AB 
• sta ad ED , come C ad F ; pn-ciò sarà C ad F , 
*ii.IVÌ come C a P* ; e quindi P uguale ad F*, cioè 

Se la prima abbia alla seconda la stessa ragio- 
ne , che la terza alla quarta 5 e Li prima sia un 
multiplice della terza ; anche la seconda sarà un u- 

gualmente multiplice della quarta. '■ ■ ’ 

'• ' ' v'*- T , 

PROPOSIZIONE XVI. . 






T E O R E M A. 



Se quattro grandezze del genere stesso sieno pro- 
porzionali , permutando saranno anche proporzionali. 



fig. i3o. _ Sieno proporzionali le quattro grandezze del ge- 
nere stesso A , B , C , D , c sia come A a B , cosi 
C a D ; dico clic ])ermutando sieno anche pro- 
poi'ziouali , cioè che stia A a C , come B a D. 

Poiché prcndaiisi di A,e di B gli ugualmente mul- 
llplici E , ed F : e di C,e di D gli altri ugualmente 
multiplici qualunque G, ed II . E perchè E è tan- 
to multiplice di A, (juanto F di B ; e che le parti 
paragonate tra se stesse hanno la medesima ragione, 
* i5.V. che i loro ugualmente multiplici*; sarà A a B, come E 
ad F . Ma come A a B , così sta C a D ; dunque 
*xi.V. come C a D, cosi sta E ad F * . Similmente poi- 
ché G , ed H sono ugualmente multiplici di C , e 
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U. ; sarà pure C a D , come G ad H * . Ma come’ i5. V. 
C a D , così sta E ad F ; duiujue E sta od F , <■ 
come G ad H*. Or se quattro grandezze sono prò-* ii. V. 
porzionali , e la prima sia maggiore della terza , la r 

seconda sarà maggiore della quarta; e se uguale, uguale; 
se minore, minore*; perciò se E supera G, anche F* i4- V. 
supererà H ; e se uguale , uguale ; se minore , mi- 
nore . Ma E , ed F sono ugualmente multiplici di 
A , e di 13 ; c G , ed H sono anche qualunque al- 
tri ugualmente multiplici di C , e di D ; dunque 
A starà a G , come B a D * . * d.5. V- 

Quindi- se quattro grandezze dello stesso genere 
sieno proporzionali , permutando saranno anche pro- 
porzionali. C.B.D. ^ ^ 

V PROPOSIZIONE XVII. 

s t . • ~i . 

TEOREMA. 

^Se le quantità compost^ sieno proporzionali ^ di- 
videndo saranno anche proporzionali. 

Sieno proporzionali le quantità composte AB,BE, Jìg, i3i, 
CD, DF , e sia come AB a BE, così CD a DF; 
dico che dividendo sieno anche propoi’zionali , cioè 
che stia AE ad EB, come CF ad FD . 

Si prendano di AE, di EB, di CF, e di FD gl; ugual- 
mente multiplici GH , IIK. , LM , ed MN ; c simil- 
mente di EB , e di FD gli altri uguahnente multi- 
plici qualunque KX , ed NP . E poiché Gli è tan- 
to multiplice di AE , quanto IIK di EB ; sarà GII ^ 

tanto multiplice di AE , quanto GK 'di AB*. Ma è* i. V. 
poi GH tanto multiplice di AE, quanto LM di CF: 
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dunque GK è tanto multiplice di AB , quanto LMf 
di CF . Similmente poiché LM è tanto multiplice 
di CF , quanto MN di FD ; sarà LM tanto multi- 
• 1 . V. plice di CF , quanto LN di CD*. Ma era LM tan- 
to multiplice di CF , quanto GK di AB ; dunque 
GK è tanto multiplice di AB , quanto LN di CD . 
E perciò sono GK , ed LN ugualmente multiplici 
_ di AB , e di CD. 

Or , poiché HK é tanto multiplice di EB , quan- 
to MN di FD ; cd é poi KX tanto multiplice della 
stessa EB , quanto NP della stessa FD ; anche la com- 
ppsta HX sarà tanto multiplice di EB, quanto la com- 

• a. V. posta MP é multiplice di FD* . Per la qual cosa essen- 

do AB a BE , come CD a DFj ed essendosi presi di AB, 
' e di CD gli ugualmente multiplici GH , ed LN ; e di 
, EB , e di FD gli altri ugualmente multiplici qualun- 
que HX , ed MP : se GK supera HX , anche LN su- 

* d. 5. "V pererà MP ; e se uguale , uguale; se minore , minore* . 

Adunque GK superi HX , toltone di comune HK, 
anche GH supererà KX. Ma se GK superaHX ^LN 
supera MP ; dunque LN supera MP; e perciò toltono 
di comune MN ; LM supererà NP . E quindi se 
GH supera KX , anche LM supererà NP . Dimostre- 
. ' remo similmente , che se GH sia uguale a KX , LM 

sia uguale adNP;ese minore, minore : e sono GH, 
ed LM ugualmente multiplici di AE, e di CF; e'KX, 
«d NP sono altri ugualmente multiplici qualun- 
que di EB, e di FD ; dunque come AE ad EB , cosi 
» Y, starà CF ad FD *. 

E perciò se le quantità composte sleno propor- 
zionali , divìdendo saranno anche proporzionali . 

C.B.D. . ‘ . 
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PROPOSIZIONE XVIII. 

Teorema. 

Se U quantità divise sieno proporzionali, cotw- 
ponendo saranno anche proporzionali . 

Sieno proporzionali le quantità divise AE , EB i 3 a. 

(ÌF , FD 5 e come AE ad EB , così stia CF ad FD ; 
dico che componendo sieno anche proporzionali ; 
cioè clic stia AB a BE , come'CD a DF . 

Poiché se non sta AB a BE , come CD a DF . 
sarà AB a BE , come CD ad una grandezza mi- 
nore di DF , o ad una maggiore . Sia in primo 
luogo ad una minore , come DG . E poiahè come 
AB a BE , così sta CD a DG -, le quantità compo- 
ste cssendq proporzionali , anche dividendo saranno 
proporzionali*; dunque come AE ad EB , così sta* 17. Y 
CG a GD . Ma si è supposto essere AE ad EB , ■> 

come CF ad FD ; perciò come CG a GD , cosi sta 
CF ad FD*. Or queste grandezze sono dello stcs-» Y 
so genere , e la prima CG è maggiore della terza 
CF ; dunque anche la seconda DG sarà maggiore 
della quarta DF*; ma n’ è minore, il che è impos-* i 4 - V 
sibile. Quindi non stà AB a BE, come CD a DG 
minore di DF . Similmente dimostreremo , che non 
può stare AB a BE , come CD ad una grandezza 
maggiore di DF : perciò necessariamente dovrà staile 
AB a Mi , come CD a DF . 

Dunque se le quantità divise sieno proporzionali, 
componendo saranno anche proporzionali. C.B.D» 
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‘Cor. Ciò posto sp sia come AB a BE, cosi CD a DF, 

* 17. V. dividendo sarà AE ad EB , come CF ad FD * ; 

* pr.2.V. invertendo BE ad E\, come DE ad EG * ; e per- 

* 18. Y. ciò componendo starà BA ad AE, come DC aCF*. 

E quindi se le quattro grandezze AB , BE , GZ?, 
lìP sono proporzionali , conaertendo anche le altre 
BA,AE.,DC.,VF saranno proporzionali . 

PROPOSIZIONE XIX! 

, Teorema. 

Se sia come la tutta, alla tutta , cosi la tolta 
alla tolta ; sarà pure la rimanente alla rimanente , 
come la tutta alla tutta . 

fe- i 33 . Sia come la tutta AB alla tutta CD, cosi la tol- 
ta A E alla tolta CF ; dico che anche la rimanen- 
te EB stia alla rimanente FD , come la tutta AB 
alla tutta CD . 

Poiché come la tutta AB alla tutta CD , cosi sta 
AE a CF -, sarà permutando come BA ad AE , co- 

* 16. V. si DC a CF *; e perciò convertendo sarà AB a 

*cor.iS‘.V BE, come CD a DF * ; e di nuovo permutando sa- 
rà AB a CI) , come BE a DF ; cioè la rimanente 
EB alla rimanente F'D , come la tutta AB alla tut- 
ta CD. 

Laonde se -la tutta stia alla tutta, come la tol- 
ta alla tolta ; sarà anche la rimanente alla rimanen- 
te , come la tutta alla tutta . C.B.D. 






Digiiized by Googlc 



Ij5 Lib. 5. 



» I Euclide. 



PROPOSIZIONE XX. 

' * 

' ' T E O R E M X. . ' _ 

Se tre grandezze sieno in proporzione ordinata 
eon tre altre grandezze-^ e la prima sia maggiore 
della terza ; anche la ipiarta sarà maggiore della ’ 

sesta : c se uguale , uguale se minore , minore < 

\ 

Sieno le tre gramlozze A , B , C in proporzione Jtg. i34. 
ordinata eoa le altre tre D , E , F , cioè stia A a B, 
come D a<[ E , c B a C , come 'E ad P’ ; c sia A 
maggiore di»C : dico che anche D sia maggiore di 
F 5 e se uguale , uguale; se minore , minore . 

Poiché A è niaggioit! di C , e B è un’ altra gran- ^ 

tlezza qualunque ; e la maggiore ha ad una terza 

maggior ragione , che la minore * ; aAU'à A a B * 8 . V. 

maggior ragione , che C a B . Ma come D ad E, ■ \ 

così, sta A a B ; dunque anche D avrà ad E mag- 
gior ragione che C aB* .E poiché B sta a C , co-* i3. V. 
me E ad F ; sarà invertendo C a B , come F ad 

E * ; e perciò essendosi dimostrato , che stia D ad * pr.z.V. 

E in .maggior ragione di C a B ; dovrà anche sta- 
re D ad E in maggior ragione di F ad E * . Or*cor.i5.V 
di due grandezze , che serhan ragione ad una ter- 
za é maggiore quella , che serba a questa maggior 
a’agione * ; dunque D è maggiore di F' . » 

Che se A sia uguale a C;sarà jfnche D uguale ad F.. 

Poiché essendo A , e C uguali , e B un’ altra 
grandezza qualunque; sarà A a B , coiDe C a B * . » 7 . V. 

Ma è poi A a B , come D ad £ ; e G a B , come 
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* 11. V F ad E ; dunque D sta ad E, come F ad E * ; 

* g. V e perciò D è uguale ad F * , 

• Sia Cnalmente A minore di C ; sarà anche. D 

minore di F . 

Poiché essendo A minore di C ; C sarà maggiore 
' di A . Ma per ipotesi , ed invertendo , C sta a B , 

* pr. a.V come F ad E* , e B ad A , come E a D : dùnque, 

per lo caso primo essendo C maggiore di A , sarà 
anche F maggiore di D 5 e perciò D minore di F. 

Quindi se tre grandezze sicno in proporzione or- 
dinata con tre altre grandezze *, e la prima sia mag- 
giore della terza -, anche la quarta sarà maggiori^ 
della sesta ; e se uguale , uguale ; se minore , mino- 
re . C.B.D. 

PROPOSIZIONE XXL 

TEOREMA. 

' ^ Se tre grandezze sieno in proporzione perturbi^ 

ta con tre altre grandezze ; e la prima sia maggiore 
della terza \ anche la cfuarta sarà maggiore della 
sesta ; e se uguale , uguale -, se minore , minore . 

i35. Sieno le tre grandezze A , B , C in proporzione 
perturbata con ' le tre altre D , E , F , cioè stia A a 
B , come £ ad F , e B a C , come D ad £ ; ed 
A sia maggiore di C ; dico che anche D sia mag- 
giore di F ; e se uguale , uguale ; se minore , 
minore . • 

Poiché A è maggiore di C ; e B è un'altra grandezza, 

* 8. Vi avrà A a B maggior ragione , che C a B * . Ma come 

A a B , cosi sta £ ad F j quindi anche £ avrà ad E 
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maggior ragione , che C a B * . Ed essendo B a C , co- 
me D ad E ; sarà invertendo C a B , conre E a D * ; 
ma si è dimostrato , che E ha ad F maggior ragio- 
ne , che C a B ; dunrpie avrà pure E ad F mag- 
gior ragione , che E a D * . Or quella grandezza 
è minore, cui una terza ha maggior ragione * ^ dun-‘ 
que F è minore di D ; e perciò D sarà maggiore 
di F . 

Sia adesso À uguale a C j sarà anche D' ugua- 
le ad F . 

Imperocché essendo ugnali A , e C e B una 
terza grandezza 5 starà A a B , come C. a B * . Ma 
A sta a B , come E ad- F ; e C a B , come E a D ; 
dunque E sta ad F , come E- a D * e perciò D 
è uguale ad F * . 

Sia , in terzo luogo ^ A minore di. C j sarà D mL- 
inore di F . 

Poiché essendo A minore di C ; sarà C maggio- 
re di A . Or per ipotesi , ed invertendo , C sta a 
B , come EaD,eBadA, come F ad E. ; ed è 
C maggiore di A : quindi , per lo caso primo sarà 
anche F maggiore di D j e perciò D minore di F . 

Se dunque tre grandezze sieno in proporzione per- 
turbata con tre altre grandezze ; e la prima sia 
maggiore della terza ^ anche la quarta sarà mag- 
giore della sesta se uguale uguale 5 se minore, 
minore C.B.D^.. 



ta 



i5. V 
pr. a.V 

co.i3.V 
IO. V 



7. V 
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9- V 
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PROPOSIZIONE XXII. 

T EOA E HA. 

Se tre grandezze sieno in proporzione ordinata 
con tre altre grandezze j per equalità saranno ancora 
proporzionali . 

Sieno le Ire grandezze A,B,C in proporzione 
ordinata colle ti-e altre D,E,F ; cioè sia A a B , come 
D ad E , e B a C , come E ad F : dico che stia 
anche A a C , come D ad F . 

Si prendano di A , e di D gli ugualmente multipllci 
G , ed H ; di B , e di E gli altri ugualmente multi- 
plici qualunque K , ed L ; e similmente di C , e di 
F gli ugualmente multiplici qualunque M , ed N . 
E poiché A sta a B , come D ad E , e di A , e di D 
se ne sono presi gli ugualmente multiplici qualun- 
que G , cd H ; c di B , e di E gli altri qualunque 
ugualmente multiplici K , cd L ; sarà G ad H , co- 

* 4 ^ me K ad L * ; e per la stessa ragione dovrà stare K 

ad M , come L ad N . E perciò essendovi le tre 
grandezze G , K, ed M in ordinata ragione col- 
le altre ti c H , L , cd N ; per equalità se G supe- 
ra M, anche H supererà N ; ^e uguale , ugua- 

* ao V le •, e se minore , minore * . Ma G , ed H sono 

ugualmente multiplici di A , e di D 5 ed M , ed N 
sono pure altri ugualmente multiplici qualunque 
di C , c di F : dunque A starà a C , come D 

* d. 5. V ad F * . 
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Quindi se tre grandezze sicuo in proporzione ordi- 
nata con tre altre grandezze ; per equalità saranno 
ancora proporzionali C.B.D. 

PROPOSIZIONE. XXIII. 

TEOREMA. 

Se tre grandezze sieno in proporzione pertur- 
bata con tre altre grandezze j per equalità saranno ' 
ancora proporzionali . 



Sieno le tre grandezze A , B , C in proporzione f!g- zZ-j. 
perturbala colle tre alti’c D, E,F; cioè come A a 
B , cosi stia E ad F , e come B a C , cosi D ad 
E ; dico ebe come A a C , cosi stia D ad F . 

Poiebè si prendano di A , dì B , e di D gli ugual- 
mente multipllci G,H, eK; e diC, di E, e 
di F gli altri ugualmente multiplici qualunque L, 

M , ed N : ed essendo G , cd II ugualmente mul- 
tiplici di A , e di B ; e le parti serbandosi la stes- 
sa ragione dei loro ugualmente multiplici * \ sarà ♦ i5. V 
A a B , come G ad H \ c per la stessa ragione , 

E starà ad F , come M ad N . Ma come A a B , 
cosi sta E ad F j dunque anebe G sta ad H , co- 
me M ad N * . Or poiebè come B a C , cosi sta* n. V 
D ad E; e di B , e di D si sono presi gli u- 
gualmcnte multiplici II , e K ; e di C , e di E gli 
altri ugualmente multiplici qualunque L , ed M ; 
sarà II ad L , come K ad M * . Ma si è dimostra- * q, Y 
to , clic come G ad H , cosi sta M ad N ; quindi 
essendovi le tre grandezze G , Il , ed L in propor- 
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zione perturbata colle altre tre K , My ed IV ; per. 
equalità se G supera L , anche K supererà N ; se 

• 21. V uguale, uguale; e se minore, minore*. Ma so- 

no G , e K ugualmente multiplici di A , e di D 
ed L , N altri ugualmente multiplici qualunque 
di C , e di F ; dunque come A a C , cosi sta D 

• d. 5 . V ad F * . 

E perciò se tre grandezze sieno in proporzione 
pertui-bata con tre altre grandezze; per equalità 
saranno ancora proporzionali C.B.D . 

PROPOSIZIONE XXIV. 



TEOREMA. 



Se la prima abbia alla seconda la stessa ra^ 
gione , che la terza alla quarta ; ed abbia poi la 
quinta alla seconda la stessa ragione , che la sesta 
pila quarta ; anche la composta dalla prima , e dalla 
quinta avrà alla seconda la stessa ragione , che la 
composta dalla terza , e dalla sesta alla quarta . 

^ La prima AB abbia alla seconda C la stessa ra- 
gione, che la terza DE alla quarta F; ed abbia 
poi la quinta BG alla seconda C la stessa ragione, 
che la sesta EH alla quarta F •. dico che AG com- 
posta dalla prima , e dalla quinta abbia anche alla 
seconda C la stessa ragione , che DH composta daF 
la terza, e dalla sesta alla quarta F . ' 

Poiché BG sta a C , come EH ad F; inverten- 
‘ pr 2 V sarà C a BG , come F ad EH*. Per lo che es- 
sendo AB a C , come DE ad F , e C a BG , com« 
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F ad EH; sarà per eqiialità AB a BG , come DE ad 
EH* : e perciò essendo proporzionali queste gran-' 22. V 
dezze divise , anclie componendo saranno proporzio- 
nali *; cioè sarà AG a GB, come DH ad HE . Ma' V 
è poi GB a C -, come EH ad F ; dunque di nuovo 
per equalità AG starà a C , come DH ad F . 

Laonde se la prima abbia alla seconda la stessa 
ragione , che la terza alla quarta ; ed abbia poi la 
quinta alla seconda la stessa ragione , che la sesta 
alla quarta ; anche la composta dalla prima , e dalla 
quinta avrà alla seconda la stessa ragione , che la 
co.mposta dalla terza , e dalla sesta alla quarta C.B.D. 

PROPOSIZIONE XXV. 

T E o B EM A. 

Se quattro grandezze sieno proporzionali ; la 
massima di esse , e 4r minima saranno maggiori del- 
le due rimanenti . 

\ 

Sieno le quattro grandezze proporzionali AB, CD, fìs- ^^ 9 - 
E , F , cioè AB stia a CD , come E ad F ; ed AB 
sia la massima di esse , e perciò F la minima * : di- • pr. 2.V 
co che le AB , ed F sieno maggiori delle CD , ed E. V 
Si ponga AG uguale ad E , e CH uguale ad F : 
e perchè AB sta a .CD , come E ad F ; ed AG è 
uguale ad E , CH ad F ; sarà pure AB a DC , co- 
me AG a CH . Or essendo la tutta AB alla tutta 
CD , come la tolta AG alla tolta CH ; anche la ri- 
manente GB starà alla rimanente HD , come la tut- 
ta AB alla tutta CD*. Ma AB è maggiore di CD^ , 19 Y 
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pr. a. V dunque anche GB è maggiore di HD * . E perciò es- 
sendo AG uguale ad E , e CH ad F ; saranno le 
AG , cd F uguali alle CII , ed E . E poiché ag- 
giugnendo grandezze disuguali ad uguali , i tutti so- 
no disuguali ; essendo disuguali le GB , HD , per la 
ragione , che GB è maggiore , ne avverrà , che se a 
GB si aggiunga si AG , che F , e ad HD si CH, 
chc~E , ne risulteranno necessariamente le AB , ed 
F maggiori delle CD , ed E . 

E quindi se quattro grandezze sieno proporzio- 
nali ; la massima di esse , e la minima saranno mag- 
giori delle due rimanenti . C.B.D . 
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IL SESTO LIBRO 

» 

DEGLI 



ELEMENTI DI EUCLIDE. 



DEFiaiZIONt 



1 . i Igure rettilinee simili sono quelle , die han- 
no gli angoli uguali , ciascuno a ciascuno , e propor- 
zionali i lati intorno agli angoli uguali . 

2 . Figure reciproche si dicono quelle, nelle quali 

i termini di una proporzione , che ahhia luogo in es- 
se , sieno così disposti , che s" incontrino gli estremi 
in una Cgura , ed i medj nell’ altra ; ed allora i ter- 
mini di questa .proporzione si dicono reciprocamente 
proporzionali , , 

3. Una linea retta dicesi segata in estrema., e me- 
dia ragione , quando sta come la tutta alla por- 
zione maggiore, così questa alla minore. 

4- Altezza tli una qualche figura è la perpendi- 
colare , che dal vertice di essa si abbassa sopra la 
base . 
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PROPOSIZIONE I. 

$ 

TEOREMA. 

/ triangoli , ed i parallelogrammi , che hanno F 
altezza stessa, sono tra loro come le basi , 

fig. 140 . Sieno i triangoli ÀBC, ACD , ed i parallelograbi»' 
mi EC , CF , che abbiano la stessa altezza , cioè 
la perpendicolare , che dal punto A si conduce alla 
BD : dico che come la base BC alla base CD , 
così stia il triangolo ABC al triangolo ACD , ed il 
parallelogrammo EC all’ altro CF . 

Imperocché si prolunghi BD dall’ una parte , e 
dall’ altra verso H , ed L , e si pongano uguali alla 
base BC quante si vogliano BG, GH ; ed alla ba- 
se CD , quante altre ne piaccia DK , KL ; indi si 
uniscano le AG , AH , AK , AL . E poiché le CB, 
BG , GH sono uguali tra loro j saranno anche u- 
S. I. guali i triangoli AHG , AGB , ABC * ; e perciò 
quanto multiplicc é la base HC della base BC , al- 
trettanto il triangolo AHC é multiplice del trian- 
golo ABC . Per la stessa ragione quanta é multi- 
plicc la base LC della base CD ,• altrettanto 1’ è 
il triangolo ALC del triangolo ACD 1 E poiché se 
la base IIC è uguale alla base CL , anche il trian- 
golo AHC è uguale al triangolo ALC ; se la base 
HC supera la base CL , il triangolo AHC supererà 
l’altro ALC ; e se quella n’ è minore , 1’ un tri- 
angolo sarà anche minore dell’ altro . Avremo per- 
ciò quattro grandezze , cioè le due basi BC j CD ? 



Digili.:'; a / Google 




i«5 Lib. 6. 



DI Exjclidk. 

ed i due triangoli ABC , ACD : si sono presi 
gli ugualmente multiplici della base BC , e del tri- 
angolo ABC , che sono la base HC , ed il triangolo 
AHC ; come pure gb altri ugualmente multiplici qua- 
lunque della base CD , e del triangolo ACD , cioè 
la base CL , ed il triangolo ALC ; e si è dimo- 
strato , che se la base HC supera la base CL , il 
triang olo AHC debba pur superare il triangolo ALC; 
e se uguale , uguale ; se minore , minore ; dovrà 
perciò stare come la base BC alla base CD , così 
il triangolo ABC al triangolo ACD * . * d.5. T. 

Or del triangolo ABC n’ è doppio il parallelo- 
grammo EC , e dell’ altro triangolo ACD n’ è pur 
doppio il parallelogrammo FC * ; e le parti hanno * 4^- L 
tra esse la stessa ragione , che i loro ugualmente 
multiplici * : quindi sarà come il triangolo ABC al » y; 
triangolo ACD , così il parallelogrammo EC al pa- 
rallelogrammo CF . Laonde essendosi dimostrato , 
che stia come la base BC alla base CD , così il 
triangolo ABC al triangolo ACD ; e come quel 
triangolo a questo , così il parallelogrammo EC al- 
r altro CF ; sarà anche come la base BC alla base 
CD , cosi il parallelogrammo EC all’ altro CF . 

Per la qual cosa i triangoli, ed i parallelogram- 
mi , che hanno la stess’ altezza, sono tra loro come 
le basi . C.B.D^ 
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PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA. 

Se ad un lato di un triangolo siasi tirata una. 
linea retta parallela ; questa dividerà proporzional- 
mente gli altri due lati di esso triangolo ; e se due 
lati di un triangolo siensi proporzionabnente divisi^ 
la linea retta , che unisce le sezioni sarà parallela 
al rimanente lato del triangolo . 

fig. • Si tiri ad un lato BC del triangolo ABC la pa. 

rallela DE : dico che come BD a DA , cosi stia 
CE ad EA . 

Si uniscano le BE , CD , sarà il triangolo BDE 
uguale all’ altro CDE j poiché sono essi nella mede- 

* 37. I sima base DE, e tra le stesse parallele DE , BC * : 

è poi ADE un altro triangolo ; c le grandezze u- 
guali serbano la stessa ragione ad una medesima 

* 7. V. grandezza * -, dunque come il triangolo BDE al 

triangolo ADE , cosi sta il triangolo CDE allo 
stesso ADE . Ma il triangolo BDE sta al triango- 
lo ADE, come BD a Dxi ; poiché avendo essi la 
stessa altezza , cioè la pei’pcndicolare, che conducesi 

* 1. VI. dal punto E alla AB , sono come le basi * ; e per 

la stessa ragione il triangolo CDE sta all’ altro 
ADE , come CE ad EA : quindi come BD a DA , 

Siene ora divisi proporzionalmente i lati AB , 
AC del triangolo ABC , cioè stia come BD a DA , 
cosi CE ad EA ; e si unisca DE; dico che DE 
sia parallela a BC . 
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Fatta’ la stessa costruzióne : poicliè BD sta a 
DA , come CE ad EA; e poi come BD a DA , 
cosi sta il triangolo BDE aÙ’ altro ADE * ; e come * i. VI. 
CE ad EA , cosi è pure il triangolo CDE al tri- 
angolo ADE : sarà il triangolo CDE al triango- 
lo ADE, come il triangolo BDE allo stesso ADE. 

, Per la qual cosa serbando ciascuno dei triangoli 
BDE , CDE la stessa ragione al triangolo ADE ^ 
sarà il triangolo BDE uguale al triangolo CDE * . * 9. V. 
Ma sono nella stessa base DE ^ ed i triangoli u- 
guali costituiti nella base stessa , sono anche tra le 
Uiedesuue parallele * : dunque DE è parallela a BC. * 5g. L 
E perciò se siasi tirata una linea retta parallela 
ad un lato di un triangolo ; questa dividerà pro- 
porzionalmente gli altri due lati di esso : e se due 
lati di un triangolo siensi proporzionallncnte divisi j 
la linea retta, che congiunge le sezioni sarà parai- ' 

lela all’ altro lato del triangolo . C.B.D. 



Digitized by Google 




Lìb. 6. i6S 



e , LI Elementi 



/ fg . 142. 

» 29 . I. 

* sg. I. 

• 6. I. 

• 2 . VI. 

* 7- V. 



PROPOSIZIONE III. 

Probe e^ x. 

Se un angolo di un triangolo si divida per 
metà , e che la linea retta , che divide V angolo 
divida anche la base ; le porzioni della base avranno 
la stessa ragione , che i rimanenti lati del triango- 
lo : e se le porzioni della base hanno la stessa ragio- 
ne , che i rimanenti lati del triangolo \ la linea 
jetta , che si tira dal vertice alla sezione dividerà 
per metà V angolo del triangolo . 

Sia il triangolo ABC , e 1’ angolo BAC si divi- 
da per metà colla linea retta AD ; dico che come 
BD a DC , cosi stia BA ad AC . 

Per lo punto C si tiri CE parallela a DA , che 
convenga colla BA prolungata nel punto E. E poi- 
ché nelle linee rette parallele AD , EC vi cade la 
linea retta AC; sai-à l'angolo ACE uguale all’ an- 
golo CAD*; quindi sarà pure l’angolo BAD uguale 
all’ altro ACE . Similmente , poiché nelle parallele 
AD , EC vi cade la linea retta BAE; sarà 1’ an- 
golo esteriore BAD uguale all’ interiore , ed oppo- 
sto AEC * . Ma si é anche dimostrato 1’ apgolo 
ACE uguale all’ angolo BAD ; dunque sarà 1’ an- 
golo ACE uguale all' altro AEC ; e perciò il lato 
AE é uguale al lato AC * . Or poiché ad un lato 
del triangolo BCE , cioè ad EC , si é tirala la pa- 
rallela AD ; sarà come BD a DC , cosi BA ad 
AE * . Ma AE é uguale ad AC ; quindi come BD 
a DC , cosi sta BA ad AC * . 
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Sia ora come BD a DC , cosi BA ad AC , e si 
unisca AD ; dico Phe 1’ angolo BAC sia diviso per 
metà dalla linea retta AD . 

Poiché , fatta la stessa costruzione , BD sta alv: 
come BA ad AC . Ma come BD a DC , cosi sta 
pure BA ad AE ; mentre ad uno dei Iati del trian- 
golo BCE, cioè ad EC , si è tirata la parallela 
AD * ; sarà dunque come BA ad AC , così BA ad * a. VI. 
AE -, e perciò AC è uguale ad AE * , e 1’ angolo * 

AEC è uguale all’ angolo^ ECA * . Ma 1’ angolo • 

AEC è uguale all’ angolo esterno BAD -, e 1’ an- 
golo ACE è uguale all’ alterno CAD * ; quindi * ag. I. 
sarà r angolo BAD uguale all’ altro CAD ; e per- 
ciò r angolo BAC è diviso per metà dalla ]jnea 
retta AD . 

Se dunque un angolo di un triangolo si divida 
per metà , e che la linea retta, che divide l’ango- 
lo divida anche la hase ; le parti della hase avran- 
no la stessa ragione , che i rimanenti lati del tri- 
angolo : e se le parti della hase hanno la stessa 
ragione , che i rimanenti lati del triangolo ; la li- 
nea retta , che dal vertice si tira alla sezione divi- 
derà per metà l’angolo del tiiangolo . C.B.D. 
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PROPOSIZIONE IV. 

T E O R EMA. 

•i 

Nei triangoli equiangoli sono proporzionali £ 
lati intorno agli angoli uguali ; e sono omohghi quei 
lati, che sottendono angoli uguali . 

fig. 143. Sieno i triangoli equiangoli ABC , DCE , i qua- 
li aLLiano 1’ angolo ABC Uguale all’ angolo DCE , 
r angolo ACB all' altro DEC , e 1’ angolo BAC al- 
r angolo CDE ; dico che sieno proporzionali i lati 
dei triangoli ABC , DCE , che sono intorno' agli 
angoli uguali; ed omologhi que'lati, che sottendona 
angoli uguali . ' 

Si ponga BC per dritto con CE . E poiché gli 

* 17. I. angoli ABC , ACB sono minori di due rotti * , e 

l’angolo ACB è uguale all’angolo DEC ; perciò saran- 
no anche gli angoli ABC , DEC minori di due ret- 
ti ; e quindi le BA , ED prolungate s’ incontreran- 

* po. 5. no * . Si prolunghino , e s’ incontrino nel punto F; 

ed essendo l’angolo DCE uguale all’angolo ABC , sarà 
*28. I. BF pai’allela a DC.* . Similmente poiché r angolo ACB 
è uguale all’angolo DEC, sarà AC parallela ad FE * j 
quindi FACD è un parallelogrammo, e perciò FA è 

* 54. I. uguale a CD , ed AC ad FD * . Or essendosi ti- 

rata ad uno dei lati del triangolo FBE , cioè ad 
FE , la parallela AC , sarà come BA ad AF , cosi 

* 2. VI. BC a CE *; ma è poi AF uguale a CD ; dunque come 

* y Y_ BA a CD , cosi sta BC a CE *; e permutando co- 

* 16 V ^ modo stesso 

poiché CD é parallela a BF ; sarà come BC a CE 
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coi! FD a DE . Ma DF è uguale ad AC 5 dunque 
come BC a CE , cosi sta AC ad ED ; e permu- 
tando CB sta a CA, come CE ad ED ; quindi per 
«qualità starà BA ad AC , come CD a DE * . ' 

E perciò nei triangoli equiangoli sono proporzio- 
nali i lati intorno agli angoli uguali ; e sono omo- 
loghi quei lati, che sottendono angoli uguali. C.B.D. 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA. 

Se due triangoli abbiano i lati proporzionali , 
saranno equiangoli , ed avranno uguali quegli an- 
goli , che sono sottesi dai luti omologhi . 

Sieno i due triangoli ABC , DEF i quali ahbià- 
no i lati proporzionali ; e sia come AB a BC 9 
cosi'DE ad EF; e come BA ad AC , cosi ED a DF ; e 
perciò per cqualità come BC a CA , così EF ad FD ; 
dico che il triangolo ABC sia equiangolo al triangolo 
DEF, e che sieno uguali quegli angoli, che sono sottesi 
dai lati omologhi, cioè 1’ angolo ABC all’ angolo 
DEF , r angolo BCA all’ angolo EFD , ed inoltre 
l’angolo BAC all' angolo EDF . 

Imperocché si costituiscano alla linea retta EF , 
ed ai punti E , F in essa, l’angolo FEG uguale 
all’ angolo ABC , e 1’ angolo EFG uguale all’ altro 
®CA * ; Sara il terzo angolo BAC uguale al terzo angolo 
EGF * ; e perciò il triangolo ABC è equiangolo aH’altro 
EGF 5 e quindi hanno proporzionali i lati,che sottejido- 
no angoli uguali * . Adunque AB sta a BC , come* GE » 
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ad EF . Ma come AB a BC , corf sta pure DE 
ad EF ; perciò sarà come DE ad EF , cosi GE 

* 11 . V. ad EF * . Laonde avendo sì DE , che EG la 

* 9- V. stessa ragione ad EF ; sarà DE uguale ad EG *• 

Per la stessa ragione anche DF è uguale ad FG; 
e perciò essendo DE uguale ad EG, ed EF comu- 
ne ; le due DE , EF sono uguali alle due GE , 
EF , la hase DF è pure uguale alla base FG; quin- 
di r angolo DEF è uguale all’ angolo GEF , il tri- 
àngolo DEF è uguale al triangolo GEF , ed i ri- 
maneuli angoli sono uguali ai rimanenti angoli, cia- 
scuno a ciascuno , quelli che sono sottesi dai lati 
* 8. I uguali * . Dunque l’angolo DFE è uguale all’an- 
golo GFE , e r angolo EDF all’ angolo EGF . E 
poiché r angolo FED è uguale all’ angolo GEF , e 
r angolo GEF all’ angolo ABC ; sarà anche 1’ an- 
golo ABC uguale all’ ai>golo FED • Per la stessa 
ragione 1’ angolo ACB è uguale all’ angolo DFE-,. 
* quindi anche 1’ angolo in A è uguale a quello in 
D* : perciò il triangolo ABC sarà equiangolo all^ 
altro DEF . 

E quindi se due triangoli abbiano proporzionali 
ì lati ; saranno equiangoli , ed avranno uguali gli 
angoli, che sono sottesi dal lati omologhi. C.B.D. 
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PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA. 

Se due triangoli abbiano un angolo aguale ad 
un angolo , e proporzionali i lati intorno a questi 
angoli uguali : saranno equiangoli i triangoli , ed 
avmnno uguali gli angoli , che sono sottesi dai la- 
ti omologhi . 

Sieno i due triangoli ABC , DEE , i quali abbiano Jìg. \^S. 
un'angolo BAC uguale ad un altro angolo EOF, e 
proporzionali i lati intorno a questi angoli uguali , cioè 
sia BA ad AC , come ED a DF ; dico che il tri- 
angolo ABC sia equiangolo al triangolo DEF , e 
che r angolo ABC sia uguale all' angolo DEF , e l* 

•altro ACB all' altro DFE . 

Si costituiscano alla linea retta DF , ed ai punti 
D, F in essa, 1 ' angolo FDG uguale all’ angolo 
BAC, o EDF, e l’angolo DFG uguale all’ altro ACB j 
sarà il rimanente angolo in B uguale al rimanente 
in G * ; quindi il triangolo ABC è equiangolo » 52 
al triangolo DGF ; e perciò sta BA ad AC come 
GD a DF * . Ma si è supposto , che come BA ad AC, • 
così stia ED a DF ; dunque ED sta a DF , co- 
me GD a DF * . E perciò essendo ED uguale a ♦ y_ 
DG * , e DF comune ; le due ED , DF sono u- » g. y. 
guali alle due altre GD , DF , ciascuna a ciascuna; 
l’angolo EDF è anche nguale all’ angolo GDF ; 
dunque la base EF è uguale alla base FG, il trian- 
golo EDF è uguale al triangolo GDF , ed i rima- 
li 



\ 
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nenti angoli sono ugnali ai rimanenti angoli , cia- 
scuno a ciascuno , quelli che sono sottesi dai lati 
• 4* ^ uguali * . E dunque l’angolo Di’G uguale all'ango- 
lo DEE ; c r angolo in G all’ angolo in E . Ma 
l’angolo DFG è uguale all’angolo ACB ; perciò an- 
che r angolo ACB è uguale all’ angolo DEE : si è 
poi supposto , che 1’ angolo BAC sia uguale all’an- 
golo EOF ; quindi il rimanente angolo in B sari 
uguale al rimanente in E 5 per la qual cosa il trian- 
golo ABC sarà equiangolo all’ altro DEE , 

Se dunque due triangoli abbiano un angolo u- 
guale ad un angolo , e proporzionali i lati intorno 
a questi angoli uguali ; saranno equiangoli i trian- 
goli ; ed avranno uguali gli angoli , che sono sottesi 
dai lati omologhi . C.B.D. 

PROPOSIZIONE. VII. 

TEOREMA. 

• 

Se due triangoli abbiano un angolo uguale ad 
un angolo , proporzionali i Liti intorno a due altri 
angoli , e ciascuno dei rimanenti angoli sia , o acu- 
to , o ottuso : essi triangoli saranno equia ngoli , ed 
avranno uguali gli angoli intorno ai quali sona 
proporzionali i lati . 

'fig. iì^6. Sieno i due triangoli ABC , DEE, che abbiano 
un angolo uguale ad un angolo , cioè 1’ angolo BAC 
. uguale all’ angolo EDE, ed abbiano di più propor- . 

zioiiali i lati intorno agli altri angoli ABC , DEE 
tal che sia DE ad £F , come AB « BC 3 e prùnie<i 
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ramente ciascuno dei rimanenti angoli in C, ed in F 
sia acuto : dico che il triangolo ABC sia equian~ 
golo al triangolo DEF , che l’angolo ABC sia ugua- 
le all’ angolo DEF , cd il rimanente angolo AEB * 
uguale al rimanente angolo DFE. 

Poiché se r angolo ABC non è uguale all’ angolo 
DEF ; un di essi è maggiore ; sia maggiore ABC : 
e si costituisca alla linea retta AB , ed al punto B 
in essa 1’ angolo ABG uguale all' angolo DEF . E 
poiché r angolo in A é uguale a quello in D , e 1’ an- 
golo ABG è pure uguale all’ angolo DEF 5 sarà il ri- 
manente angolo AGB uguale al rimanente DFE . 

Quindi il triangolo ABG è equiangolo al triangolo 
DEF j e perciò come AB a RG , cosi sta DE ad 
EF*. Ma come DE ad EF, così si è supposto essere AB * /J. VI 
a BC ; dunque come AB a BC, così sta la stessa AB a 

BG * . E perciò avendo AB la stessa ragione si a BC , « n. V 

che a BG, sarà BC uguale a BG* ; e quindi l’angolo • g. Y. 
in C è uguale all’ angolo BGC ; per lo che essendosi 
supposto acuto r angolo in C , sarà ailche acuto l’al- 
tro BGC ; e per conseguenza sarà ottuso 1' angolo 
AGB, che gli è adjacente . Ma si è dimostrato l’an- 
golo AGB uguale a quello in F ; dunque 1’ angolo 
in F è ottuso ; si era supposto acuto ; il che è assur- 
do . Quindi non è 1’ angolo ABC disuguale coll’ an- 
golo DEF \ e perciò gli è uguale ; è poi 1’ angolo 

in A uguale a quello in Dj dunque il riinansnte ^ 

in C è uguale al rimanente in F . Laonde il trian- 
golo ABC è. equiangolo all’ altro DEF . 

Or si supponga essere ottuso ciascuno degli an- 
goli in C , ed in F', dico che debba anche il trian- 
golo ABC essere equiangolo all’altro DEF. 
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Poicliè , fatta la stessa costruzione , dimostrere- 
mo similmente , che EG sia uguale a BG , e 1’ an- 
golo in C uguale all’ angolo BGC . Ma l’angolo in 
*C è ottuso; perciò anclie ottuso è l’altro BGC. E 
quindi due angoli del triangolo BGC non sono mi- 
• 17 . I nori di due retti ; il che è impossibile * : e perr.iò il 
triangolo ABC è equiangolo all’ altro DEF ; il che 
si dimostra come nel caso precedente . 

Dunque se due triangoli abbiano un angolo ugua- 
le ad un angolo , proporzionali i lati intorno a due 
altri angoli, e ciascuno de’ rimanenti angoli sia, o 
acuto, o ottuso; essi triangoli saranno equiangoli, 
ed avranno uguali gli angoli , intorno ai quali so- 
no proporzionali i lati . C.B.D. 

PROPOSIZIONE Vili. 

Teorema. 

Se nel triangolo rettangolo dall angolo retto si ' 
abbassi la perpendicolare sopra la base ; i triangoli 
adjacenti alla perpendicolare saranno simili a tutto 
il triangolo , c tra di loro. 

fig. Sia il triangolo rettangolo ABC , che ha retto 

l’angolo BAC ; e dal punto B sulla BC si abbassi 
la perpendicolare AD ; dico che i triangoli- ABD , 
ADC sieno simili a tutto il triangolo ABC , e tra 
di loro . 

Poiché r angolo BAC è uguale all’ angolo ADB , 
essendo retto sì 1’ uno , che 1’ altro ; e l’ angolo in B 
è comune ai due tri.'uigoli ABC, ABD ; sarà il rima- 
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«ente angolo ACB uguale al rimanente angolo BAD: 
quindi il triangolo ACB è equiangolo aH’altro ABDj 
perciò avranno proporzionali i lati intorno agli an- 
goli uguali * , e saranno simili * . Dell’ istessa maniera 
si dimostrerà, che il triangolo ADC sia siniile all’ al- 
tro ABC. È dunque ciascuno dei triangoli ABD,ADC 
sìmile a tutto il triangolo ABC . 

Dico di più che i triangoli ABD , ADC sieno an- 
che simili tra loro . 

Poiché r angolo retto BDA è uguale al retto 
ADC , e si è dimostrato 1‘ angolo BAD uguale all’an- 
golo in C ; sarà il rimanente angolo in B uguale, al 
rimanente DAC ; quindi il triangolo ABD è equian- 
golo , e perciò simile al triangolo ADC : 

Se dunque nel triangolo rettangolo dall’ angolo 
retto si abbassi la perpendicolare sopra la base ; i 
triangoli adjacenti alla perpendicolare sono simili a 
tutto il triangolo , e tra di loro . C.B.D. 

Cor. È chiaro da ciò , che nel triangolo rettan- 
golo la perpendicolare , che dall' angolo retto si ab- 
bassa sopra la base, sia media proporzionale tra i 
segmenti della base ; ed inoltre , che ciascun lato sia 
medio proporzionale tra la base , ed il segmento ad 
esso contermine . 

Poiché nei triangoli equiangoli BDA , ADC , BD 
«ta a DA , come DA a DC * ; negli altri triangoli * 
equiangoli ABC , DBA , 6C sta a BA , come BA a 
BD ; e Analmente nei triangoli equiangoli ABC, DAC, 
3C sta a CA , come CA a CD . 
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PROPOSIZIONE IX. 

Problema. 

, Tagliare da una linea retta data quella parte^ 
che se ne dimanda . 

fg. i f.S. Sia data la linea retta AB ; fa d’ uopo tagliare 
da essa quella parte , che se ne dimanda , 

Dal punto A si tiri la linea retta AC , la quale 
comprenda con AB un angolo qualunque 5 poi 
prendasi in AC un qualunque punto D , ed indi 
quanto AB è niulliplice della parte , che se ne vuol 
tagliare , tanto si faccia AC multiplice di AD ; in- 
di si unisca BC , alla quale si tiri j)cr D la paral- 
lela DE. 

E poiché si è tirata la parallela ED ad un lato 
BC del triangolo ABC ; sarà come CD a DA , co- 

» 2 , VI s* **‘1 ® componendo come CA ad AD , 

• Y così BA ad AE * . Ma CA è multiplice di AD 5 dun- 

• co. ] 5 V *1^’® sarà ugualmente multiplice diAE*: e per- 

ciò qualunque parte è AD di AC , la stessa parte 
sarà AE di AB ; dunque AE è la parte , che do- 
veva tagliarsi dalla linea retta AB . 

Quindi dalla data linea retta AB se n' è tagliata 
la parte cercata AE . C.B.F. 
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PROPOSIZIONE X. 

PROBLEMI. 

. Data ma linea retta non divisa , dividerla si~ 
mihnente ad un' altra linea retta divisa . 

Sia data la linea retta non divisa AB, e la di- 
\isa AG ; fa d’ uopo dividere la linea retta non di- 
%ùsa AB similmente alla divisa AC . 

Sia AC divisa nei punti D , E, e si dispongano I 9 
linee rette date ad angolo qualiinque;poi si cougiunga 
BC, e per gli punti U, ed E , si tirino le DF,ed EG 
parallele a BC ; e per D si tiri DHK parallela ad 
AB ; è dunque un parallelogrammo ciascuna delle 
figure FH , HB ; e perdo DH è uguale ad FG, 

HK a GB * . E poiché ad un lato del triangolo DKC,‘ 34. I > 
cioè a KC , si è tirata la parallela HE , sarà co- 
pie CE ad ED , cosi KH ad HD * ; Ma KH è u-* *• VI. 
guale a BG , ed HD a GF ^ dunque come CE ad 
ED, cosi sta BG a GF . Similmente poiché ad un 
lato del triangolo AGE , cioè ad EG , si è tirata 
la parallela FD , starà come ED a DA , cosi GF 
ad FA . Ma si è dimostrato , .che come CE ad ED, 
cosi stia BG a GF ; perciò come CE ad ED , co- 
si •ta BG a GF ; e come ED a DA, cosi è pure 
GF ad FA . 

Quindi la data linea retta non divìsa AB , si é 
divisa similmente all’ altra linea retta divisa AC . 

C.B.F. 
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PROPOSIZIONE XI. 

P R O B L E M i. 

Date due linee rette , ritrovare la terza pro- 
porzionale in Ordine ad esse. 

^g. i5o. Siene date le due lince rette AB , AC , le quali 
dispongansi in modo , che contengano un angolo 
qualunque ; fa d’ uopo ritrovare la terza proporzio- 
nale in ordine ad esse AB , AC. 

Si prolunghino le AB , AC nqi punti D , ed E ; 
indi si ponga BD uguale ad AC ; ed unita BC , per 
D si tiri DE parallela a BC. 

E poiché ad un lato del triangolo ADE , cioè a 
DE , si è tirata la parallela BC ; sarà AB a BD , 
• a. VI. come AC a CE * . Ma BD è uguale ad AC ; dun- 
que BA starà ad AC , come AC a CE. 

E perciò date due linee rette , si è ritrovata in 
ordine ad esse la terza proporzionale. C.B.F. 

. PROPOSIZIONE XII. 

1 

PROBLEMA. 

Date tre linee rette , ritrovare la <juarta fro*- 
porzionalc in ordine ad esse. 

_/Tg. i5i. Sieno date le tre linee rette A , B, C; fa d’uo- 
po ritrovavo la quarta proporzionale in ordine ad. 
esse . 



r jitized by GoogU 



aoi Lib. 8. 



»i Euclide. 

Si espongano due linee rette DE , DF in mo- 
do , che contengano un qualunque angolo EDF ; e 
si ponga DG uguale ad A , GE uguale a B , e DH 
uguale a C : poi unita GH , le St tiri per E la pa- 
rallela EF. 

E poiché ad un lato del triangolo DEF , cioè ad 
EF , si è tirata la parallela GH ; sarà DG a GE « 
come DH ad HF* . Ma DG è uguale ad A, GEè’ z. "VI. 
uguale a B , e DH è uguale a C ; dunque A starà 
a B , come G ad HF. 

E perciò date tre linee rette , si è trovata in or- 
dine ad esse la quarta proporzionale. C.B.F. 

PROPOSIZIONE XIII. 

PEOSLEMA. 

^ Date due linee rette , ritrovare tra esse la me- 
dia proporzionale. 

% 

Sieno date le due linee rette AB, BC; fa A' uo-fig. i5a. 
po ritrovare tra esse la media proporzionale. 

Dispongansi per dritto : e sopra di essa AG si 
descriva il semicerchio ADG ; dal punto B si tiri 
BD perpendicolare ad AG*, e si uniscano le AD, DG. * ii. I 

E poiché l’angolo ADG nel semicerchio è retto*:* Si.III. 
perciò nel triangolo rettangolo ADG , dall'angolo 
retto si è condotta la perpendicolare DB alla base; 
quindi sarà DB media proporzionale tra i segmenti 
AB, BG di essa base * , *co.8.VL 

Adunque date due linee rette , si è ritrovata tra 
esse la media proporzionale. G.B.F. 
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PROPOSIZIONE !X.IT. 

' • TEOREMA. 

/ parallelogrammi uguali, e che hanno un an- 
golo uguale ad un angolo , sono figure reciproche ; 

. ed hanno reciprocamente proporzionali i lati intorno 

agli angoli uguali', e quei parallelogrammi, che han- 
no un angolo uguale ad un angolo , ed i lati ii> 
torno a questi angoli reciprocamente proporzionali , 
e che sono perciò figure reciproche , sono uguali tra 
loro. 

fig i53. Sicno i parallelogrammi uguali AB , BC , i quali 
abbiano uguali gli angoli iu Bje pongansi per drit- 
to le DB , BE j saranno anche per dritto le FB , 

• 14. I. BG * •• dico cb’ essi parallelogrammi AB , BC sieno 
figure reciproche, ed abbiano reciprocamente proporzio- 
nali i lati intorno agli angoli uguali , cioè che stia 
DB a BE , come GB a BF. 

. Si compisca- il parallelogrammo FE ; e poiché il 

parallelogrammo AB è uguale al pai'allelogrnmmo 
BC , ed FE è un altro parallelogrammo; sarà AB 

• V. FE , come BC ad FE * . Ma il parallelogram- 

* 1. VI. mo AB sta all’ altro FE , come DB a BE * ; e si- 

mibncnte il parallelogrammo BC sta allo stesso FE, 
come GB a BF ; dunque DB sta a BE , come GB 
a BF ; e perciò i lati del parallelogrammi AB,BC, 
intorno agli angoli uguali , sono reciprocamente 
propoi’zionali. 

Ora sieno reciprocamente proporzionali i lati , 
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ìlitorno agli angoli uguali : e sia come DB a BE, 
cosi GB a BF : dico che il parallelogrammo AB 
sia uguale al parallelogrammo BC. 

Imperocché essendo DB a BE , come GB a BF ; 
e come DB a BE , cosi il parallelogrammo AB all' 
altro FE*; e similmente come GB a BF, cosi ilpa-* i. VI 
rallelogrammo BC all' altro FE : sarà il parallelo- 
grammo AB all’ altro FE , come il parallelogrammo 
BC allo stesso FE*; e perciò il parallelogrammo AB * ii. V 
é uguale all’ altro BC * . * 9' ^ 

Quindi i parallelogrammi uguali, e che hanno un 
angolo uguale ad un angolo , sono figure recipro- 
che j ed il resto come nell' enunciaeione. C.B.D. 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA. . 

I triangoli uguali , e che hanno un angolo u- 
gualc ad un angolo , sono figure reciproche ; ed han- 
Ito reciprocamente proporzionali i lati intorno agli 
angoli uguali ; e quei triangoli , che hanno un an- 
golo uguale ad un angolo, ed iloti intorno a que- 
sti angoli reciprocamente proporzionali , cioè che so- 
no figure reciproche , sono tra loro uguali. 

I triangoli uguali ABC , ADE abbiano un an- fig. 154. 
golo uguale ad un angolo , cioè 1 ’ angolo BAC u- 
guale all’ angolo DAE ; dico che essi sieno figure 
reciproche ; ed abbiano reciprocamente proporzio- 
nali i lati intorno agli angoli uguali , vale a dire , 
che stia CA ad AD , come EA ad AB. 



\ 
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Si dispongano essi triangoli in modo , che CA sU 
per dritto con AD 5 sarà anche BA per dritto con 
AE ; si unisca BD . E poiché il triangolo ABC 
è uguale al triangolo ADE , ed ABD è un altro 
triangolo ; sarà come il triangolo CAB all’ altro 
BAD , cosi il triangolo ADE allo stesso BAD . Ma 
come il triangolo CAB al triangolo BAD , cosi sta 

* li VI. CA. ad AD * ; e come il triangolo EAD allo stesso 

BAD, così sta EA ad AB ; dunque come CA ad 
AD , così sta EA ad AB. E perciò i triangoli ABC, 
ADE sono Cgure reciproche , ed hanno reciproca- 
mente proporzionali i lati intorno agli angoli uguali. 

Or i triangoli ABC , ADE abbiano reciproca- 
mente proporzionali i lati intorno agli angoli ugua- 
li j vale a dire come CA ad AD , così stia EA ad 
AB , e sieno perciò essi figure reeiproche ; dico che 
il triangolo ABC sia ugnale al triangolo ADE. 

Poiché, unita "come prima BD , essendo come CA 
ad AD, cosi E A ad AB 5 e come CA ad AD, cosi 

* 1. VI. il triangolo ABC all’ altro BAD * , e similmente co- 

me EA ad AB , così il triangolo EAD all’altro BAD: 
sarà come il triangolo ABC al triangolo BAD , così 

* 11. V. il triangolo EAD allo stesso BAD * . Per la qualco- 

* 9. V. sa sarà il triangolo ABC uguale al triangolo ADE*. 

E perciò i triangoli uguali , e che hanno un an- 
golo uguale ad un angolo , sono figure reciproche}^ 
ed il resto come nell’ enunciazione. C.B.D. / ' 



DI Edclide. 



3o5 Lib. 6. 



PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMI. 

Se quattro linee rette sieno proporzionali 5 il 
rettangolo contenuto dalle estreme è uguale a quel- 
lo , che si contiene dalle medie : e se il rettangolo 

contenuto dalle estreme sia uguale a quello , che si 
contiene dalle medie-, le quattro linee rette saranno 
proporzionali. 

Sieno le quattro linee rette proporzionali AB ,Jtg. i55. 
CD , E , F , e sia come AB • a CD , così E ad F; 
dico che il rettangolo contenuto dalle linee rette 
AB, ed F , sia uguale all'altro , che si contiene dalle 

CD , ed E. 

Si conducano dai punti A , e C le perpendicolari 
AG, e CH alle AB,e CD : si ponga AG uguale ad F, 
e CH uguale ad E ; e si compiano i parallelogram- 
mi BG, DH . E poiché come AB a CD , così sta 
E ad F : ed è E uguale a CH, ed F ad AG; perciò 
sarà come AB a CD , cosi CH ad AG : e quindi i 
lati dei parallelogrammi BG , DH , che sono intor- 
no agli angoli uguali , sono reciprOtamente propor- 
zionali. Ma quando i lati intorno agli angoli uguali ' 
dei paraUelogrammi equiangoli sdno reciprocamenté 
proporzionali , essi sono uguali * •• dunque il parai- » yj, 
lelogrammo BG è uguale al parallelogrammo DH . 

Or il parallelogrammo BG è quello eh’ è contenuto 
dalle lince rette AB, ed F; poiché AG è uguale adF, 
ed il parallelograouao DH é contenuto dalle CD, ed E, 
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essendo CH uguale ad E: quindi il rettangolo con- 
tenuto dalle AB , ed F è uguale all’altro, che si con- 
tifue dalle CD , ed E. 

Sia ora il rettangolo contenuto dalle AB, ed F u- 
guale a quello, che si contiene dalle CD,ed E; dico 
che le quattro lince rette sieuo proporzionali j cioè 
che stia AB a CD , cotne E ad F. 

Fatta la stessa costruzione ; poiché il rettangolo 
contenuto dalle AB, ed F è uguale all’altro , che si 
contiene dalle CD , E ; ed il rettangolo contenuto^ 
dalle AB , ed F è BG , poiché AG è uguale ad F, 
e l’altro rettangolo contenuto dalle CD, ed E è DH, 
per esser CH uguale ad E ; sarà il parallelogram- 
mo BG uguale all’ altro DH . Ma sono di più e- 
quiangoli ; ed i parallelogrammi uguali , ed equian- 
goli hanno i lati intorno agli angoli uguali reci- 
procamente proporzionali : perciò come AB a CD » 
cosi sta CH ad AG . Ed è. poi CH uguale ad E» 
AG ad F ; dunque AB sta a CD , come E ad F. 

E perciò se quattro linee rette sieno proporzio- 
nali ; il rettangolo contenuto dalle esti’eme è ugua- 
le a quello, che si contiene dalle medie ; e se il 
rettangolo contenuto dalle estreme sia uguale a quel- 
lo , che si contiene dalle medie ; le quattro linee 
rette saranno proporzionali. C.B.D. 



/ 



Digiti^ d by Googlc 



DI Edcdids: 



307 



PROPOSIZIONE XVII. 

TEOREMA. 

Se tre lìnee rette sieno proporzionali \ il rettan- 
golo contenuto dalle estreme sarà uguale al quadra- 
to, che si descrive sulla media-, e saranno proporzio- 
nali tre' linee rette, se il rettangolo contenuto dalle 
estreme sia uguale al quadrato descritto sulla media. 

Sieno le tre linee rette proporzionali A , B , C \Jlg. 
e stia come A a B , cosi fi a C : dico che il retta n*. * 
golo contenuto da A e C sia uguale al quadrata, 
che si descrive sulla media B. , 

Si ponga D uguale a B : e poiché come A a B , 
così sta B a C , e che B è uguale a D ; sarà come 
A a B, cosi D a C*. Ma se quattro linee rette so- *7. V. 
no proporzionali 5 il rettangolo contenuto dalle e- 
«treme è uguale a quello, che si contiene dalle me- 
die*: dunque il rettangolo contenuto da A , c C è » 16. VI. 
uguale a quello , che si contiene da B , e D . Or il 
rettangolo contenuto da B , e D è uguale al qua- 
drato di B j poiché B é uguale a D : perciò anche 
B rettangolo contenuto da A , e C é uguale al qua- 
drato di B. 

Sia ora il rettangolo contenuto da A , e C ugna- 
le al quadrato , che si. descrive sulla B ; dico che 
come A a B , cosi stia B a C. 

Fatta la stessa costruzione : poiché il rettangolo 
contenuto da A , e C é uguale al quadrato di B ; 
ed il • quadrato di B è lo stesso , che il rettangolo 
contenuto da B , e D , perchè B è uguale a D j s*- 
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rà il rettangolo contenuto da A, e C uguale a quel- 
lo , che si contiene da B , e D .. Ma sono propor- 
zionali quattro linee rette , se il rettangolo conte- 
nuto dalle estreme è uguale a quello , che si con- 
• i6. VI tiene dalle medie * ; dunque come A a B , così sta 
D a C . È poi B uguale a D : dunque come A a B, 
così sta B a C. 

E perciò se tre linee rette sieno proporzionali ; il 
rettangolo contenuto dalle estreme è uguale al qua- 
drato , che si descrive sulla media ; e sono propor- 
zionali tre linee rette , se il rettangolo contenuto 
• «dalle estreme sia uguale al quadrato descritto sulla 
«tedia. C.B.D. 



PROPOSIZIONE XVIII. 



PROBLEMA. 

Descrivere su di una data linea retta un retti- 
lineo simile , e similmente posto ad un rettilineo 
dato. 

Sia data la linea retta AB , e dato anche il ret- 
tilineo CDEFG : fa d’ uopo descrivere snlla linea 
retta AB un rettilineo simile , e similmente posto al 
rettilineo dato CDEFG.- 

Si divida il rettilineo CDEFG in triangoli per 
mezzo delle DG , DF , e poi alla linea retta AB , 
e nei punti A,B in essa si costituisca, l'angolo BAH 
. uguale all' angolo in C , e l'angolo ABH uguale all' 
altro CDG ; sarà il terzo angolo CGD uguale al 
terzo angolo AHB ; e perciò il triangolo CGD è 
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Equiangolo all’altro AH13 . Similmente si coslltui- 
scano alla linea retta BlI , eh’ è un lato del trian- 
golo ABH omologo all’altro DG del triangolo CD(j, 
e ne’ punti H , B in essa 1’ angolo BHK uguale all’ 
àngolo DGF , e l’angolo HBK. uguale aU'altro GDF; 
larà il terzo angolo in R uguale al terzo angolo ] 

«n F ; e perciò il triangolo BllR è pure equiangb- ' - . 

lo al triangolo DGF . In seguito alla linea retta 
BR, eh’ è un lato del triangolo BlIR omologo al 
lato DF del triangolo DGF, e ne’ punti R , B in 
essa si costituiscano l’ angolo BRL uguale all’ an- 
golo DFE, e l’angolo RBL uguale aU’altro FDE • 
sarà il tèrzo angolo in L uguale al terzo in E; e' s‘ ’ 

perciò il triangolo BRL sarà equiangolo all’ altro •*' 

DFE ; e cosi si continui a fare se nel rettilineo 
CDEFG vi sieno altri triangoli. Or poiché l'ango- 
lo AHB è uguale all’ angolo CGD , e l'angolo BHR ^ 
all’angolo DGF; sarà tutto l’angolo AHR uguale * 
a tutto r altro CGF ; e per la stessa ragione l’ an- 
golo HRL è uguale all’ angolo GFE . Di più l’an- _ 

gelo ABH è uguale all’angolo CDG , l’angolo HBR 
all’angolo GDF, e l’angolo RBL all’altro FDE; • ' 

quindi tutto 1’ angolo ABL è uguale a tutto l'an- 
golo CDE : sono anche gli angoli in A , ed in L 
uguali rispettivamente a quelli in G , ed in E » 
dunque il rettilineo ABLRH è equiangolo aU’altro 
CDEFG. Ma di più questi rettilinei hanno proporzio- 
nali i lati intorno agli angoli uguali; poiché essendo 
simili i triangoli BAH, e DCG, BA sta ad AH , co- 
me DC a CG,ed AH sta ad HB , come CG a GD*: * d.i.VL 
è poi anche BH ad HR, come DG a GF , perchè 
sono anche simili i triangoli BHR , DGF ; quindi 
per equalità sarà AH ad HR , come CG a GF*. E • aa.T. 

14 
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“ similmente si dimostrerà HK a RL , come GF ad 

FE . È poi per gli triangoli simili RLB,FED,KL ad 
LB , come FE ad ED , ed LB a BR , come ED a 
* 4 * DF* : ma è anche RB a BH , come FD a' DG, per 
gli triangoli simili RBH , FDG; quindi per equalità 
sarà LB a BH , come ED a DG . E poiché essen- 
do simili i triangoli HBA,GDC sta pure HB a BA, 
come GD a DC \ sarà di nuovo per equalità LB a 
BA , come ED a DC. Adunque i rettilinei ABLRH, 
e CDEFG, che si erano già dimostrati equiangoli 
hanuu anche proporzionali i lati intorno agli an- 
goli-uguali^ e jperció sono simili. 

>* Laonde* si- è descritto su di una linea retta dar * 
ta un rettilineo simile, e similmente posto ad un 
rettilineo dato. C.B.F. . - ' 

1 ^' . »■ ' ^ ^ 
PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA. 

I triangoli simili sono tra loro in ragion du-» 
flicata dei Liti omologhi. 

fi 58 Siene i triangoli simili ,ABC , DEF ; e sia 1’ an- 
' golo in B Uguale a quello in E , ed AB a BC , co- 
me DE ad EF; in modo tale, che il lato BC sia 
omologo al lato EF : dico che il triangolo ABC 
serbi al triangolo DEF ragion duplicata, di quella^ 
che ha BC ad EF. 

Si trovi in ordine alle BC , EF la terza propor- 

* 11 . VI. ziooale BG * , sicché sia BC ad EF, come EF a 
BGj c si unisca GA . £ poiché coinè AB a BC f 
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cosi sta DE ad EF , e clic queste grandezze sono ' 
omogenee ; sai’à permutando , come AB a DE , co- 
sì BG ad EF * . M.i come BC- ad EF , cosi sta* i6. V. 
EF a BG 5 dunque AB sta a DE , come EF a 
BG . E perciò nei triangoli ABG,DEF si recipro- 
cano i lati intorno agli angoli uguali . Ma quei 
triangoli, che hanno un angolo uguale ad un angolo, 
ed i lati intorno a questi angoli reciprocamente pro- 
porzionali , sono uguali * j dunque il triangolo ABG * i 5 . VI. 
è uguale al triangolo DEF . Or essendo BC ad EF 
come EF a BG ; e perchè se tre linee rette sono 
proporzionali, la prima dicesi avere alla terza ragion 
duplicata di quella , che ha la prima alla seconda ‘j’d.io.V* 
avrà perciò BC a BG ragion duplicata di BC ad EF: , 

è poi come BC a BG , così il triangolo ABC al 
triangolo ABG * ; avrà dunque il triangolo ABC * i. VI. 
al triangolo ABG ragion duplicata di quella , che 
BG ha ad EF . Per la qual cosa essendo il trian- 
golo ABG uguale al triangolo DEF; anche il trian- , 
golo ABC serberà al triangolo DEF ragion dupli- 
cata di quella , che ha BC ad EF *. * 7. V, 

Quindi i triangoli simili sono tra loro in ra- 
gion duplicata de’ lati omologhi. C.B.D. 

Cor. Da ciò si rilci"^ chiaramente , che 
Se tre linee rette sieno proporzionali, stia come la prima 
alla terza , cosi un triangolo descritto sulla prima , 
al triangolo simile , e similmente posto , che si de- 
scrive sulla seconda . . 

, Poiché si è ‘dimostrato , che stia CB a BG , come 
il triangolo ABC al triangolo DEF. ' 1 
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PROPOSIZIONE XX. 

, . T E O B E M i. 

I poligoni simiii si dividono in trinrigoli simili, 
uguali in numero , ed omologhi ai tutti ; e l'un po- 
ligono sta all'altro in ragion duplicata di un luto 
al suo omòlogo. 



fg 159. 



Sieuo i poligoni simili AOCDE, FGIIKL , e sia 
il lato AB omologo all’ altro FG ; dico clic 1 poli- 
goni ABGDE , FGIIKL si dividano in triangoli si- 



ed omologhi 



mili , ugnali' m numero, cd oraoiogiu ai lutii ; e 
che il poligono ABGDE stia all’altro FGIIKL in 
ragion duplicata di ([india , che ha AB ad FG. 

Si congiungano le BE , EG , GL , LH ■. e poiché 
il [loligono ABGDE è simile all’altro FGHKL ; 
1’ angolo BAE sarà uguale all’ angolo GFL . Ma è 
pure BA ad AE , come GF ad FL ; perciò avendo 
i due triangoli ABE , FGL un angolo uguale ad 
un angolo , e proporzionali i lati intorno a questi 
angoli uguali ; sar.ì il triangolo ABE e([UÌangolo al- 
' 6. NI l’alli'O FGL, e perciò simile*. Quindi l’angolo ABE 
è uguale all’ angolo l’GL . Ma è poi 



...... .... -..g. 

Jq ABC uguale a tutto l’altro FGH 



r ango- 



tutlo 
per la simi- 



litudine dei poligoni ; è diincpic il rimanente angolo 
EBC uguale al rimanente L'ili , E poiché per esser 
simili i triangoli ABE, FGL come BB a BA , così 
sta LG a GF: cd ('; [loi per la similitudine dei poli- 
goni, come AB a BG , così FG a GII ; sai-à, j)cr 
22 . V. cqualità , come EB a PC , cosi LG a GH* . E pcr- 
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tìò I triangoli BEC , GLH avendo proporzionali i 
lati intbmo agli angoli uguali EBC , LGH , saran- 
no equiangoli, e quindi simili*. Per la slessa ragio- * 6. VI 
'ne il triangolo ECD è simile all’ altro LHK; dun- 
que i poligoni simili ABCDE , FGHKL si dividono 
in triangoli simili , ed uguali in numero. 

Dico che questi sieno omologhi ai tutti , cioè eli’ 
essi triangoli sieno proporzionali tra loro, ed a tutti 
i poligoni, e che sieno ABE, EBC, ECD gli antece- 
denti, ed PGL,LG11, LHK i rispettivi conseguen- 
ti ; e che il poligono ABCDE stia all’altro FGHKL 
in ragion duplicata di un lato al suo omologo , 
cioè di AB ad FG. 

Poiché il triangolo ABE è simile al triangolo 
FGL ; perciò avrà il triangolo ABE al triangolo 
FGL ragion duplicata di quella, che BE ha a GL*.* ig. VI. 
Per la stessa ragione anche il triangolo BEC sta al 
triangolo GLH in ragion duplicata di quella , che 
ha BE a GL ; quindi come il triangolo ABE al 
triangolo FGL , cosi sta il triangolo BEC al trian- 
golo GLH*. Similmente poiché il triangolo EBC» ii. Y.‘ 
è simile al triangolo LGH , avrà il triangolo EBC 
al triangolo LGH ragion duplicata di quella, che la 
linea retta EC ha all’altra HL ; ma per la .stessa 
ragione anche il triangolo ECD sta al triangolo 
LHK in ragion duplicata di quella , che CE serba ad 
HL; quindi come il triai*golo EBC al triangolo LGH, 
cosi sta il triangolo ECD al triangolo LHK ..Si è 
poi dimostrato , che come il triangolo EBC al trian- 
golo LGH , cosi stia il triangolo ABE al triango- 
lo FGL; perciò-, come il triangolo ABE al trian- 
golo FGL , cosi sta il triangolo ÉBC all’ altro 
LGH , ed il triangolo ECD all’ altro LHK . Laou- 
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de come un anlcccdente al suo conseguente , cos\ 

* ^ tulli gli anlecedenli a tulli i conseguenti*; c quin- 

di il triangolo ABE starà al triangolo FGL , come 
il poligono ABCDE al poligono FGTIKL . Ma il' 
triangolo ABE serba al triangolo FGL ragion du- 
plicata di quella, che lia il lato AB all’omologo FG; 
mentre, i triangoli simili sono in ragion duplica- 

• ig.\VI. ta dei loro lati oinologbi * : dunque anclie il po- 

ligono ABCDE serberà al poligono FGUKL ra- 
gion duplicata di quella del Iato AB all’ omologo 

FG. 

E perciò i poligoni simili si dividono in triangoli 
simili , uguali in numero , ed omologhi ai tutti ; e 
l’un poligono sta all’altro in ragion duplicala di un 
lato al suo omologo. C.B.D. 

Cor. Nel modo stesso si dimostrerà per gli quadri- 
^ lateri simili, cb’essi sieno in duplicata ragione dei lo- 
ro lati omologhi : ed essendosi ciò anche dimostrato 
per gli triangoli simili; ne segue generalmente, che 

Le figure rettilinee simili sono in duplicata ragio- 
ne dei loro lati omologhi. 

Cor. 1. Or se si ritrovi la terza proporzionale X 
in ordine alle due AB, FG; starà AB adX in ra- 
gion duplicata di quella , che ha AB ad FG . Ma 
serba pure il poligono, che ha per lato AB al poli- 
gono simile , che ha per lato omologo FG, ed il 
quadrilatero al quadi-ilatero ragion duplicata di 
quella di un lato ad uu alti-o omologo, cioè di AB 
ad FG ; dunque come AB ad X , cosi sta la figu- 
ra rettiliuca , che ha per lato AB all’ altra , che ha 
” per lato omologo FG ; e si è lo stesso anche dimo- 
strato per gli triangoli . Perciò gcneralmcnie 
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Se tre linee rette sieno proporzionali ; come la pri- 
ma alla lena , coii sta una figura rettilinea descritta 
sulla prima all altra simile , e similmente posta , 
ehe si descrive sulla seconda. . 

PROPOSIZIONE XXI. 

T EOA E M 1. 

r 

I rettilinei simili ad uno stesso rettilineo sono 
anche simili tra loro . • 

Sia r uno , e P altro dei rettilinei A, e B simile 
al rettilineo C ; dico die il rettilineo A sia anche 
slmile al rettilineo B. 

Perchè il rettilineo A è simile all’ altro C , gli 
sarà equiangolo ed avranno proporzionali i lati 
, intorno agli angoli uguali Similmente poiché il* d.i.VI 
rettilineo B è simile all' altro C , gli sarà equian- 
golo , ed avranno essi proporzionali i lati in- 
torno agli angoli uguali . Quindi ciascuno dei ret- 
, iilinei A , B è equiangolo all’ altro C , ed ha con 
questo proporzionali i lati intorno agli angoli u- 
guali 5 e perciò il rettilineo A è equiangolo al- 
l’altro B , ed ha con questo anche proporzionali i la- 
ti intorno agli angoli uguali ; quindi A è simile a 
B . C.B.D. 
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PROPOSIZIONE XXII. 

• TEOREMA. 

Se quattro linee rette sieno proporzionali ; an- 
che i rettilinei simili^ e simibnente posti , che si de- 
scrivono su di esse saranno proporzionali : e se i 
rettilinei simili., e similmente posti , i quali si de- 
scrivono su di esse sieno proporzionali ; anche tali 
linee rette saranno proporzionali . 

- • Sieno le quattro lince rette proporzionali AB , 

■ CD , EF , GII ; cioè come AB a CD, cosi stia £F 
a GII ; €» sopra le AB , e CD si descrivano i ret- 
tilinei simili , e similmente posti KAB , LCD ■, e 
sulle altre EF , e GII si descrivano pure i rettilinei 
simili , e similmente posti MF , NH ; dico che 
come il rettilineo KAB al rettilineo LCD , cosi stia 
il rettilineo MF all’ altro NH . 

Si prenda in ordine alle AB , CD la terza prò- 
»'ii. Yi_ porzionale X*; ed in ordine alle EF, GH la terza 
proporzionale O . E poiché sta AB a CD , come 
EF a GII, e CD ad X , come GH ad O ; sarà per 
equalità come AB ad X , cosi EF ad O . Ma co- 
me AB ad X , cosi sta il rettilineo KAB all’ altro 
Ea.9o.2oVI LCD * , c come EF ad O , cosi è pure il rettili- 
lineo MF all’ ajtro NH ; dunque come il rettilineo 
KAB al rettilineo LCD , così sta il rettilineo MF 
all' altro NH . 

Sia ora come il rettilineo KAB al rettilineo LCD , 



3y Goosk 



Llb. 6. 



»1 E U C L I » E. ' *17 

«osi il rettilineo MF all’ altro NH ; dico che co- 
me AB a CD , cosi stia EF a GH . 

Si faccia come AB a CD , così EF a PB. 5 e 
descrivasi sulla PR il rettilineo SR simile , e simil- 
mente posto all'altro MF , o pure ad NH *. E poiché * 18. VI 
come- AB a CD , cosi sta EF a PR , e sulle AB, e 
CD si sono descritti i rettilinei simili , e similmente 
posti KAB , LCD ; e sulle EF ^ PR gli altri rettilinei 
anche simili, e similmente posti MF , SR ; perciò sa- 
rà come il rettilineo KAB al rettilineo LCD , cosi 
il rettilineo MF all’ allrro SR . Ma si è supposto 
che il rettilineo KAB stia all’ altro LCD , come il 
rettilineo MF all’ altro NH ; perciò il rettilineo 
MF sta al rettilineo NH , come lo stesso MF all’ 
altro SR*. Per lo che serbando il rettilineo MF a* n. V. 
ciascuno degli altri NH,ed SR la stessa ragione; sarà 
il rettilineo NH uguale all’ altro SR . Ma gli è an- 
che simile , e similmente posto ; dunque GH è u- 
guale a PR . E poiché come AB a CD , così stà 
EF a PR , e che. PR è uguale a GH ; sarà perciò 
come AB a CD , così EF a GH . 

Se dunque quattro linee rette sieno proporziona- 
li ; anche i rettilinei simili , e similmente posti, che 
si descrivono su di esse saranno proporzionali ; e 
se i rettilinei simili , e similmente posti , i quali 
descrivonsi su di esse sieno proporzionali : anche 
tali linee rette saranno proporzionali . C.B.D. 
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PROPOSIZIONE XXm. 

TEOREMA. 

/ parallelogrammi equiangoli hanno tra loro 
una ragione composta dalle ragioni dei loro lati . 

* i 

fig, »6a. Sieno i parallelogrammi ecfuiangoli AC, CF , eh# 
abbiano l’angolo BCD uguale all' angolo ECO : 
dico die il parallelogrammo AC serbi all’ altro CF 
una ragione composta dalle ragioni dei loro lati } 
cioè composta dalle ragioni di fiC a CG , e «di 
DC a CE . 

Pongasi BC per dritto con CG ; sarà anche DC 

• i4* I dritto con CE*; e compiasi il parallelogramma 

DG . Ciò posto , si esponga una qualunque linea 

• la.'VI. retta K ; e poi si faccia come BC a CG , cosi K ad L *; 

e come DC a CE , cosi L ad M ; saranno le ragioni di 
K. ad L , e di L ad M le stesse che quelle dei la« 

• ti , cioè di BC a CG , e di DC a CE . Ma la ra- 
gione di K ad M è composta dalla ragione di K. 

* d.A.V. ad L , e dall’ altra di L ad M * ; perciò K ad M 

ha una ragione composta dalle ragioni dei lati \ E 
poiché come BC a CG , cosi sta il parallelogrammo 
AC al|’ altro Cll , e come BC a CG, cosi sta K 
ad L; sarà come K ad L , cosi il parallelogrammo 

* XI. V. AC all’altro CH * . Similmente poiché come DG 

a CE, cosi sta il parallelogrammo CH all’ altro 
CF ; e come DC a CE, cosi sta L ad M ; sarà come 
L ad M, cosi il parallelogrammo CH all’ altro CF. 
Per lo che essendosi dimostrato esser K ad L , co- 
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rac il parallelogrammo AC all’ altro CH , ed L ad 
M , come il parallelogrammo CH all’ altro CF ; 
sarà per equalilà , come K ad M , cosi il paral- 
lelogrammo AC al parallelogrammo CF * . Ma la* zz.Y, 
Cagione di K ad M è composta da quelle dei la- 
ti ; quindi starà anclic il parallelogrammo AC all 
altro CF in x-agion composta dalle ragioni dei lati 
di essi. 

E perciò i parallelogrammi equiangoli hanno 
tra loi’o una ragione composta dalle ragioni de’ 
loro lati . C.B.D. 

• PROPOSIZIONE XXIV. 
teorema. 

. e 

I parallelogrammi , che sono intorno al diame- 
tro di ogni parallelogrammo sono simili al tutto , 
e tra loro , • • 

• f 

Sia il parallelogrammo ABCD , il di cui diame-yf^. x63. 
tro sia AC , ed iiitoi-no al dia^netro AC vi sicn(J i 
parallelogrammi EG , HK ; dico che questi paral- 
lelogrammi EG , HK sieno simili a tutto ABCD , 
e tra loro . 

Poiché le DC , e GF sono parallele 5 sai'à 1’ an- 
golo ADC uguale all’ angolo AGF * ; e per la stcs- * 29 . I 
Sa ragione, essendo parallele lo BC , ed EF ; sai-à 
l’angolo ABC ugnale al!’ altro AEF . Ma 1’ uno , e 
• 1’ altro degli angoli BCD , EFG è uguale all’ oppo- 

sio DAB * 5 perciò essi saranno anche tra loro u-* 34 - 1 
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guali . Laonde i parallelogrammi ABCD , AEFG 
sono equiangoli . Or poiché 1 ’ angolo ABC è ugua- 
le all’ angolo AEF, e 1 ’ angolo BAC è comune ; i 
triangoli BAC,EAF saranno equiangoli tra loro-, qui n- 
• 4 - come AB a BC , cosi sta AE ad EF *. Ma i lati 
* 54. I opposti de’parallelogrammi sono uguali *; perciò ancbe 
AB starà ad AD, come AE ad AG; DC a CB, come 
GF ad FE ; e CD a DA , come FG a GA. Dunque 
nei parallelogrammi ABCD , ed AEFG sono propor- 
zionali i lati intorno agli angoli uguali ; e pereiò il pa- 
* d-i-Tl. raUelogrammo ABCD è simile all’altro AEFG*. Per la 
stessa ragione il parallelogrammo ABCD è simile al 
parallelogrammo FHCK. ; quindi ciascuno dei due pa- 
rallelogrammi EG , HK è simile allo stesso paral- 
lelogrammo ABCD . Ma quei rettilinei, che sono si- 
mili ad uno stesso rettilineo , sono anche simili tra 
» 21. VI. loro * ; dunqpie il parallelogrammo EG è simile 
all’ altro KH . 

E perciò i parallelogrammi , che sono intorno al 
diametro di ogni parallelogrammo sono simili al 
tutto , e tra loro . C.B.D. 



. » 

PROPOSIZIONE XXV. 

TEOREMA. 

Costituire un rettilineo simile ad un dato , ed 
uguale ad un altro dato . 



Jlg. 164. 



Sia dato il rettilineo ABC 
ne un altro simile , e D sia 



, cui Jjisogna coslituir- 
quello al quale que- 
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sio dcv’ essere uguale ; fa d’ uopo costituire un ret- 
lilineo simile ad ABC , ed uguale a D . 

Si applichi alla linea retta BC il parallelogram- 
mo BE uguale al rellilineo ABC*j e poi alla linea ret-' co. 45 .L 
ta CE , e nell’ angolo FCE , eh’ è uguale a CBL , 
si applichi il parallelogrammo EF uguale al rettili- 
neo D ; sarà BC in diretto con CF , ed LE con 
EjM *. Si prenda tra le BC., CF la media propor- *ag^e 14. 1 
zionale GH * , sulla quale si descriva il i-ettilineo ‘ i 5 . VI. 
KGII simile, e similmente posto al rettilineo ABC*. ' 18. VI. 

E poiché BC sta a GH , come GH a CF ; e se 
tre linee rette sono proj)orzionali , come la prima 
alla terza , così sta una figura rettilinea , che si 
descrive sulla prima, all’altra simile, e similmente 
posta, che si descrive sulla seconda * ; sarà perciò *3.co.aoVI 
come BC a CF , cosi il rettilineo ABC al rettili- 
neo RGH . Ma come BC a CF , così sta il paral- 
lelogrammo BE all’altro EF * ; dunque come il ret- * i. VI. 
tiliuco ABC all’ altro K.GH , così sta il parallelo- 
grammo BE all’ altro EF * . Per la qual cosa essen- « ^ j y 
do il rettilineo ABC uguale al parallelogrammo 
BE ; Sara anche il rettilineo K.GH uguale al pa- 
rallelogrammo EF * . Ma il parallelogrammo EF ♦ 14 y 
è uguale al rettilineo I) ; dunque anche il rettilineo 
KGH sarà uguale all’altro D : ed è poi esso KGH 
simile al rettilineo ABC. 

Perciò si è costituito un rettilineo simile al dato 
ABC , ed uguale all’altro dato D . C.B.F. 
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PROPOSIZIONE XXVI. 
teorema. 

Se da un parallelogrammo se ne tolga un al- 
tro paraUelogrummu simile , e si'uil.'nente posto al 
tutto , e che abbia con . esso un angolo comune j con- 
sisterà questo col tutto intorno al diametro stesso. 

J!g. iC5. Dal parallellograinnio ADCD se ne tolga il pa- 
rallelograniiuo AEI’G simile , e similmente posto ad 
ABCD, e che abbia con esso di comune l’angolo 
DAB : dico che il parallelogi’amrao ABCD consista 
coir altro AF intorno al diametro stesso . 

Poiché non vi stia ; ma , s’ è possibile , sia AHG 
il diametro di ABCD , e GF incontri AHC nel punto 
Il per lo quale si tiri ad AD,o a BC la parallela HK. E 
poiché il parallelogrammo ABCD coli’ altro KG 
stanno intorno al diametro stesso ; sarà il paralle- 

* a4- VI. lograramo ABCD simile all’altro KG * : e 'perciò 

DA sta ad ABj come GA ad AK . Ma per la si- 
militudiue de’parallelogrammi ABCD , AEFG sta DA 
f.il AB , come GA ad AE ; dunque GA sta ad AE , 

* 11 . V. come GA ad AK * . Per lo che serbando GA la stes- 

sa ragione a ciascuna delle AK, AE , sarà AE u- 

*9- gnale ad AK * ; la minore alla maggiore, il che non 
può essere . Quindi il parallelogrammo ABCD non 
•consiste intorno allo stesso diametro col parallelo- 
grammo AKHG ; e perciò sarà quello intorno allo 
stesso diametro coll’altro AEFG. 

Dunque se da un parallelogrammo se ne tolga 
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un altro simile, e similmente posto al tutto, e che 
abbia con esso un angolo comune; consisterà que- 
sto col lutto intorno al diametro stesso. C.B.D. 

N. B. La Proposizione seguente supplisce comoda- 
mente la aS , e 25 di Euclide, che si sono tralasci.. te; 

C si é perciò anche tralasciata la 27 , che serTiva di 
Lemma alla 28 ( Veggasi la nota a questa Prop. J 

PROPOSIZIONE A 
Problema. 

Applicare tra due Ulti di un triangolo dato una 
linea retta parallela al terzo luto , la quale ne tron- 
chi , o vi aggiunga un trapezio uguale ad un ret- 
tilineo dato . •' 

Sia ABC il triangolo dato , ed X il dato retti- fiS- 166. 
lineo ; fa d' uopo applicare tra i Iati AB, AC d’ esso 
triangolo una linea retta parallela alla baA , la 
quale ne tronchi , o pur vi aggiunga un trapezio 
uguale al dato rettilineo X. 

Sopra la base BC del triangolo dato, e nell’an- 
golo ABC , si costituisca il parallelogrammo BF u- 
guale al rettilineo dato X*; e poi presa DG ugna-* co. 45. 1 
le a DB , tra le BA , AG si trovi. la media propor- 
zionale AH * , e per H si tiri HK parallela a BC; * i3.Vl, 
dico che sia HBCR il trapezio , che si vuol tron- 
care dal triangolo ABC. 

Si congiunga GC . Ed essendo continuamente pro- 
porzionali le tre linee rette BA , All , ed AG ; sarà 
BA ad AG, come U triangolo BCA all’altro HKA*.'ac.aoYl 
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Ma é poi BA ad AG , come il triangolo BCA all' al- 

• 1. VI. troACG*; dunque sarà il triangolo BCA al trian- 

golo HKA , come lo stesso BCA all’ altro triangolo 
GCA : perciò il triangolo HKA pareggerà l’ altro 
* 9. V GCA*; e quindi le loro dillerenze dal trianjjolo BAC 
saranno pure uguali ; cioè il trapezio BIIKC sarà 
uguale al triangolo GCB . Ma il triangolo GCB è 

• uguale al parallelogrammo CD ; poiché sono rac- 
chiusi tra le stesse parallele, e la base del triango- 

* 4®* ® doppia di quella del parallelogrammo *; ed 

un tal parallelogrammo è uguale al rettilineo X ; 
sarà perciò anche il trapezio BHKC uguale al ret- 
tilineo X. 

Che se si voglia aggiugncre al triangolo ABC 
un trapezio uguale al dato rettilineo X. 

Si applichi alla base BC del triangolo dato il pa- 
rallelogrammo l’uguale al dato rettilineo X , nel- 

‘ C0.45.1. 1’ angolo CB^ conseguente dall'altro CBA* ; indi si 
prenda dff uguale a dB , e tra le BA , ed Ag- si 

• i 5 . VI. trovi la mcxlia proporzionale AA * ; e finalmente per 

10 punto A si tiri Ak parallela a BC ; sarà hBCà 

11 trapezio cercato. 

La dimostrazione è identica a quella del caso pre- 
cedente. > 

E perciò si è applicala tra i lati BA , ed AC del 
dato triangolo ABC una linea retta HR , o pure 
r altra Ak parallela alla base BC , la piima delle 
quali uc ha troncato il trapezio BHRC , e 1 ’ altra 
vi ha aggiunto il trapezio /iBCà uguale al dato 
fettiliueo X. C.B.F. 
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PROPOSIZIONE XXX. 

PROBLEMA. 

Dividere una data linea retta terminata in e- 
strema , e media ragione. 

Sia data la linea retta terminata AB ; fa d’ uopoyf^. 
dividerla in estrema , c media ragione. «. i- 

Sopra AB si descriva il quadrato AG * ; poi si 
divida per metà in E il suo lato AD , ch'è ad an- 
golo colla AB ; si descriva sulla AE 1’ altro qua- 
drato EN, e si congiunga FA. Ciò posto i lati EF, 
ed FA del triangolo EFA si prolunghino in P , ed 
in H , e tra essi si adatti la linea retta KGH paral- 
lela ad EA , sicché il trapezio AEKH pareggi il pa- 
pallelogrammo EB * ; dico che la linea retta AB reà'Prop.VI 
iti divisa in estrema , c media ragione nel punto 
G ■; cioè che stia BA ad AG , come AG a GB. 

Si compiano le figure LM , e KO . E poiché il 
parallelogrammo EN , e 1' altro KO consistono in- 
torno al diametro stesso , saranno simili tra loro ; 
e quindi KO sarà un quadrato del pari che EN ; 
e perciò anche GM sarà il quadrato di GA * . Or* bJ. VI. 
essendo il trapezio AEKH uguale al parallelogram- 
mo AP , toltone di comune AK , resterà il triango- 
lo AGH uguale al parallelogrammo GP ; e prenden- 
done i doppj , sarà GM , cioè il quadrato di AG 
uguale a GG , eh’ è doppio di GP , perchè BP è 
uguale a PC * ; e perciò BC , o AB starà ad AG , * 36. I. 
come AG a GB.*. * i4- VI- 

tS 
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^ 2 Quindi la data linea retta terminata AB si è di- 
visa in estrema , e meiìia ragione in G. C.B.F. 

ìliter.* Sia data la linea retta AB : fa d’ uopo 
dividerla in estrema , e media ragione. 

Si divida AB in C in modo , che il rettangolo 
contenuto da AB , e BC sia uguale al quadrato di 

• 11. II AC* . E poiché il rettangolo ABC è uguale al qua- 

• 14. "Vl.drato di AC; sarà BA ad AC, come AC a CB * : 

e quindi la linea retta AB si sarà divisa in estre- 
ma , e media ragione in C. C.B.F. 

PROPOSIZIONE XXXI. 

TEOREMI. 

Kei triangoli rettangoli , la figura rettilinea , 
che descrivesi sopra quel lato , che sottende V ango- 
lo retto , è uguale alle altre simili , e similmente de- 
scritte sopra i lati , che contengono un tal angolo. 

Jtg. 168. Sia il triangolo rettangolo ABC , che ha retto 
r angolo BAC ; dico che la figura rettilinea , che si 
descrive sopra BC , sia uguale alle altre figure ret- 
tilinee simili , e similmente descritte sopra le BA, 
ed AC, 

Si tiri la perpendicolare AD . E poiché nel tri- 
angolo rettangolo ABC , dall’ angolo retto , eh’ é in 
A , si é tirata alla base BC la perpendicolare AD ; 
saranno i triangoli ABD , ADC simili a tutto il 

• g Yj triangolo ABC , e tra di loro* : e sarà , per la si- 
militudine de’ triangoli ABC , ABD , CB a BA, co- 
me BA a BD . Per la qual cosa essendo queste tre 
linee rette proporzionali , starà come la prima alla 
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terza , così una figura rettilinea descritta sulla pri- 
ma all’altra simile , e similmente descritta sulla se- 
conda * ; e perciò come GB a BD , cosi starà una * ® co. 20 
figura rettilinea descritta sopra GB alla simile , e si- 
milmente descritta sopra BA ; ed invertendo DB starà 
a BG , come la figura rettilinea , che si descrive so- 
pra AB a rpiella , che si descrisse sopra BG * . Per * pr.z.V* 
la stessa ragione , come DG a GB , cosi sta la fi- 
gura rettilinea , che si descrive sopra GA a quel- 
la , che descrivesi sopra GB ; quindi come stanno 
le due BD , DG insieme a GB , cosi staranno le fi- 
gure rettilinee descritte sulle BA , ed AG a quella , 
che fi descrive sopra BG . Ma le BD,DG insieme so- 
no uguali alla BG ; dunque anche la figui-a rettili- 
nea , che si descrive sulla BG è uguale alle simili , 
e similmente descritte sulle BA, ed AG. 

E perciò nei triangoli rettangoli , la figura retti- 
linea , che si descrive sopra quel lato , che sottende 
r angolo retto è uguale alle simili , e similmente de- 
scritte sopra i lati , che couteugono un tal angolo. 

C.B.D. 
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PROPOSIZIONE XXXII. 

TEOREMA. 

Se due triangoli, i quali hanno due lati propor» 
iionali con due lati , si compongano cogli angoli 
adjacenti alle loro basi in modo , che i loro lati 
omologhi riescano paralleli •, esse basi giaceranno per 
dritto. 

fig. iGg. Siene i due triangoli ABC , DCE , i quali ab- 
biano i due lati BA , AC proporzionali coi due al- 
tri CD , DE in modo tale , che sia BA ad AC , 
come CD a DE ; e sia poi AB parallela a DC , ed 
AC a DE ; dico che BC stia per dritto con CE. 

Poiché AB è parallela a DC , e cade in esse ACj 
saranno uguali tra loro gli angoli BAC , ACD . 
Per la stessa ragione anche 1’ angolo CDE è ugua- 
le all’ angolo ACD ; sarà dunque l’ angolo BAC u- 
guale all’altro CDE. Or i due triangoli ABC, DCE, 
avendo T angolo , eh’ è in A uguale a quello eh’ é 
in D , e proporzionali i lati intorno a questi angoli 
uguali; poiché BA sta ad AC , come CD a DE ; 

* 6. VI. sarà il triangolo ABC equiangolo al triangolo DCE*: 
e quindi 1’ angolo ABC è uguale all’ angolo DCE . 
Ma si è anche dimostrato 1’ angolo ACD uguale al- 
l’angolo BAC ; perciò tutto 1’ angolo ACE è uguale 
ai due angoli ABC, BAC ; vi si aggiunga di comune 
r angolo ACB ; saranno gli angolùACE , ACB uguali 
agli altri BAC,ACB,CBA. Ma gli angoli BAC, ACB, 
• 3a. I. CBA fanno due retti * ; quindi anche gli angoli 
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ACE,ÀCB saranno uguali a due retti. Per lo che 
ad una linea retta AC , e nel punto C in essa le 
due linee rette BC , e CE facendovi, non alla parte 
«tessa , gli angoli ÀCE , ACB uguali a due retti ; 
sarà BC per dritto con CE * . * 14. 1 . 

£ perciò se due triangoli i quali hanno due lati 
proporzionali con due lati , si compongano cogli an- 
goli alla base in modo , che i loro lati omologhi 
riescano paralleli -, esse basi giaceranno per dritto . 

C.B.D. 

PROPOSIZIONE XXXIII. 

T EO R E K A. 

Ne' cerchi uguali , gli angoli hanno la stessa 
ragione degli archi su i quali insistono , siano essi 
ai centri , o alle circonferenze . Ed è questa anche 
la ragione dei settori. 

Sieno i cerchi uguali ABC , DEF ; e gli angoli^^. 170. 
BGC , EHF .sileno ai loro centri , gli altri BAG , 

EDF alle circonferenze : dico che come sta 1 ’ arco 
BC all’ arco EF , cosi stia 1 ’ angolo BGC all’ altro 
EHF , e r angolo BAG all’ altro EDF : e che nel- 
la stessa ragione stia pure il settore GBC al setto- 
re IlEF. 

Si pongano uguali all’ arco BC quanti altri se ne 
vogliano ' successivi CR , RL ; similmente all’ arco 
EF si facciano uguali gli altri FM , MN quan- 
ti se ne vuole 5 e si uniscano le GR , GL , 

HM , HN*. E poiché sono uguali gli archi BC,CR, 



Digitized by Cooglc 




Lib. 6. a3o 



(;Lt Elementi 

KL , anche gli angoli BGC , CGK , KGL daranno 

• 27 . III. uguali*; e perciò quanto è mulliplice l'arco BL del- 

l’arco BC , altrettanto 1’ angolo BGL è multiplice 
dell’ angolo BGC . Per la stessa ragioTne , quanto è 
multiplice r arco EN dell’arco EF , altrettanto l’an- 
golo EHN l’è dell’angolo EHF , Or è chiaro che 
se r arco BL è uguale all’ arco EN , l’angolo BGL 

• 37 . III. sarà uguale all’ angolo EHN* ; se l’arco BL è mag- 

giore dell’ arco EN , 1’ angolo BGL sarà maggiore 
dell’angolo EHN ; e se minore , minore . Vi sono 
dunque quattro grandezze , cioè i due archi BC,EF, 
ed i due angoli BGC , EHF ; e si sono presi gli 
ugualmente multiplici dell’ arco BC , e dell’ angolo 
BGC, cioè l’arco BL, e l’angolo BGL; come anche 
dell’arco EF , e dell’angolo EHF , se ne sono presi 
altri ugualmente multiplici , che sono 1’ arco EN, e 
r angolo EHN : e si è dimostrato, che se l’arco BL 
supera 1’ arco EN , 1' angolo BGL superi anche l’an- 
golo EHN ; e se uguale, uguale; se minore, mino- 
re; dunque deve stare l’arco BC all’altro EF,co- 

• d.5. Y. me 1’ angolo BGC all’ angolo EHF * . Ma 1’ ango- 

lo BGC sta all’ angolo EHF ^ come 1’ angolo BAC 
, all’ angolo ED"F , poiché ciascuno dei due primi è 

• 20 . Ili doppio del corrispondente degli altri due * : perciò 

come l’arco BC all’altro EF , cosi sta l'angolo 
BGC all’ angolo EHF , e 1’ angolo BAC all’ angolo 
EDF . 

Adunque ne’ cerchi uguali gli angoli hanno la 
stessa ragione degli archi su i qnali insistono , sia- 
no essi ai centri , o alle circonferenze. 

Dico di più , che come 1’ arco BC all’ arco EF • 
così stia il settore GBG al settore HEF.* 
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Si congiungano le BC , CK. ; e poi presi negli 
archi BC,CK i punti X , ed O , si uniscano le BX , 
XG , CO , OK . E poiché le due BG , GC sono 
uguali alle due CG , GK , e contengono angoli u- 
guali ; sarà anche la base BC uguale alla base CK,' 
ed il triangolo GBC uguale al triangolo GCR * . 
Or essendo l’ arco BC uguale all’ arco CR , sarà 
r altro arco , che vi rimane a compiere l’intera cir- 
conferenza ABC togliendone BC , uguale a <juello , 
che rimane per compiere la stessa circonferenza , se 
da essa si tolga CR; perciò anche l’angolo BXC è 
uguale all’ angolo COR * ; e quindi la porzione 
BXC è simile all’ altra COR * . Ma sono costituite 
sulle linee rette uguali BC , CR; e le porzioni si- 
mili di cerchio, che sono costituite sopra linee rette u- 
guali sono uguali tra loro * : dunque la porzione 
BXC è uguale all’ altra COR . È poi anche il tri- 
angolo BGC uguale al triangolo CGR ; quindi tut- 
to il settore GBC sarà uguale a tutto il settore 
GCR . Per la stessa ragione il settore GRL è u- 
guale a ciascuno degli altri GRC, GCB ; laonde 
i tre settori GBC, GCR, GRL sono tra loro u- 
guali . Similmente si dimostreranno uguali tra loro 
i settori HEF , HFM , HMN . E perciò quanto 
r arco LB è multiplice dell' arco BC , altrettanto il 
settore GBL l’è del settore GBC ; e per la stessa 
ragione , quanto 1' arco NE è multiplice dell’ ateo 
EF , altrettanto il settore HEN l’ è del settore 
HEF . Or è chiaro , che se r arco BL è uguale al- 
r arco EN , il settore GBL è anche uguale al set- 
tore HEN ; se 1’ arco BL supera l’ arco EN , anche 
il settore GBL supera l' altro HEN ; e se n’ è mi- 
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GLI Elementi di Euclide. ^ 

nere , minore . Vi sono perciò quattro grandezze ^ 
cioè i due archi BC , EF , ed i due settori GBC , 
HEF 5 e si sono presi dell’arco BC , e del settore 
GBC gli ugualmente multiplici , che sono l’arco BL, 
ed il settore GBL -, come pure dell’ arco EF , e del 
settoi-e HEF se ne sono presi altri ugualmente mul- 
tiplici , che sono l’arco EX , ed il settore HEN ;e 
si è dimostrato , che se l’ arco^BL supera l’arco EN, 
anche il settore GBL superi il settore HEN j e che 
se gli è uguale , gli sia uguale ; se minore , minore ; 
dunque dovrà stare l’ arco BC all’ arco EF , come 

• d. 5. vii settore GBC al settore HEF * . C.B.D. 

Cor. È anche chiaro , che come il settore al set- ' 

• Y tore , cosi stia 1’ angolo all’ angolo * . 



FINE DEL SESTO LIBRO. 



•> 






jy Google 



